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Osszefoglalds

A sikgbrbek valtozatos vilaganak egyik érdekes alakzata
az epicikloisok csaladjaba tartoz6 szivgérbe. Gyakorlati
alkalmazasai miatt ma is a figyelem kbzéppontjaban van,
ezeért valasztottuk a STEAM alapu hallgatoi projektek egyik
vezérmotivumanak. A Z generacios fiatalok tanulasi igényeinek
megfelelben a hallgatok kézvetlen kisérleti tapasztalatokat
Szereztek egy szakszemindriumon, ahol tanulmanyoztak és
teszteltek egy olyan oktatasi robotof, amelyet a kardioid
rajzolasara terveztink. Ezt kdvetben projekt alapu tanulas
keretében - a Desmos dinamikus geometriai szoftver
felhasznalasaval - a kardioid érdekes tulajdonsagaihoz
kapcsolodo feladatokra készitettek animalt megoldasokat.
Cikkiinkben bemutatiuk a STEAM alapu mdédszertan lépéseit, a
rajzold robotot és a projektfeladatokat, valamint a hallgatok altal
Kitoltétt véleményez6 kérdbivek 6sszesitett eredményeit.
Abstract

One of the most interesting shapes in the varied world of two-
dimensional plane curves is the cardioid, which belongs to the
family of epicycloids. Its practical applications have kept it in
the spotlight today, so it was chosen as one of the leitmotifs
for STEAM-based student projects. In response to the learning
needs of Generation Z youth, students gained direct experimental
experience in a professional seminar where they studied and
tested an educational robot designed to draw the cardioid. Then,
through project-based learning, they created animated solutions
to problems related to interesting properties of the cardioid
using the Desmos dynamic geometry software. In this article, we
present the steps of the STEAM-based methodology, the drawing
robot and project tasks, as well as the aggregated results of the
student opinion questionnaires.
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1. Bevezetés

A sziv alaku kardioid gérbe évszazadok ota foglalkoztatjia a matematikusokat tulajdonséagai,
grafikonjanak szépsége és gyakorlati alkalmazasai miatt [1, 2, 3]. A kardioid a matematika szdmos,
latszélag kilénb6zo terlletén megjelenik, fontos szerepet jatszik példaul a fraktalgeometriaban,
a hires Mandelbrot-halmaz k&ézponti alakja is egy szivgdérbe [2]. Kardioid alakzatok jelennek
meg a fonal egyenletes rétegezését biztositd tekercseken és orsdkon a textiliparban, valamint
a radidantennak egyik tipusanak jelerdsség-mintazataban [4]. A kardioid antenna nevét a
sugarzasi nyaldb alakjarél kapta. Jellemzben egysavos antenna, amelyet leggyakrabban a
féldi kommunikacidban hasznalnak [5]. A kardioid forméat tartalmazd fraktdlok hasznélata
az antennakban lehetové teszi az 0Osszes kereskedelmi frekvenciasav lefedését az 1,8-30
GHz-es frekvenciatartomanyban, mikézben az antenna kis mérete megmarad a fraktalok
térkitdltdé képességének kdszdnhetden, ezért a fraktal antenna felhasznalhaté az energiabegyijtd
rendszerekben, valamint a loT, WLAN, mobil MIMO és miholdas kommunikacidés rendszerekben
és radarokban is [6]. Parallel moédon a kardioid a hangtechnikdban is jelentds szereppel bir. Ha
a hangmérndékbéknek egyiranyl mikrofonra van szikséglk - olyanra, amely nagyon érzékeny a
kdzvetlenll a mikrofon elott képz6dd hangokra, és kevésbé érzékeny a mellette vagy mdogotte
létrejovokre, akkor kardioid iranykarakterisztikaju mikrofont hasznalnak [5, [7]. A kardioid antennak
és mikrofonok széles kor(, jol szemléltethetd gyakorlati felhasznalasa didaktikai szempontbdél nézve
kivald lehetdséget jelent az informatikai alapszakok hallgatéinak motivalasara, a figyelem felkeltésére
a kardioid érdekes tulajdonsagai irant.

Nincs biztos adat arrél, hogy ki fedezte fel a kardioidot. irasos emlékek bizonyitjak, hogy 1637-
ben Etienne Pascal miikedvelé matematikus - Blaise Pascal apja - vizsgalta a kardioid altalanosabb
esetét, a limacont, de konkrétan a kardioidot nem. 1674-ben Ole Remer dan csillagasz a kardioidot
is fontoléra vette, amikor a fogaskerekek optimalis fogazatanak formajat kereste, ezért tébb forras
neki tulajdonitja a felfedezés érdemét [2, 18]. A kardioidot, mint epicikloist 1691-ben Jacob Ozaniaill
vizsgalta, ezutan mar szdmos neves matematikus munkassagaban feloukkan. Bernoulli, L Hospital,
Maclaurin, Cramer és még sokan masok is foglalkoztak a kardioiddal [9]. 1708-ban Philippe de la Hire
szamitotta ki elészor a kardioid ivhosszat [2]. Elnevezése a gorog sziv szobdl szarmazik. Erdekes
maodon viszonylag késon, csak 1741-ben kapta sokatmondd nevét ez a gbrbe, amikor Johann
Castillon a Royal Society Philosophical Transactions cim( folyGiratban megjelent értekezésében
nevet adott neki [2].

Az ivhossz és a gorbe altal kbzrezart véges sikrész terlletének mérészama azok a numerikus
jellemzék, amelyek a szamolési feladatokban az informatikai alapszakokon tanul6é hallgaték
Matematikai analizis Il. kurzusdnak gyakorlatain szerepelnek. A szivgdrbe esetén &ltaldban a
polarkoordinatas egyenlet felhasznalasaval irjuk fel a megfelel6 hatarozott integrélokat és ritkan
kerll sor a paraméteres egyenletrendszer megadaséara, hasznalatara. A miszaki és mérnodki
felsboktatashoz javasolt modern tankdnyvek is ezt az irdnyt erdsitik [4]. Cikkiinkben a kardioid
szarmaztatasahoz tébbféle megkdzelitést alkalmazunk, a legtébb esetben a gbérbe paraméteres
egyenletrendszerével dolgozunk azért, hogy a Desmos grafikus szamol6gép nyujtotta lehetdségekkel
bemutassuk a kardioid érdekes tulajdonsagait. Didaktikai szempontbdl fontosnak tartjuk egy adott
témakdr minél tobbféle megkdzelitését, hiszen a konstruktivista pedagdgia szerint a megértés, a
tudas felépitése rendkivil dsszetett folyamat, amelyhez széles spektruma, a hallgatdk igényeihez
igazodd oktatdi mddszertani repertoar szikséges [10]. Napjainkra szamos kiilénb6z6 virtualis
megvaldsitasi lehetdség kézil valaszthatunk a paraméteres megadasu gorbék szemléltetésére,
azonban a kdzvetlen tapasztalatszerzés élményét a dinamikus geometriai szoftverek nem tudjak
megadni. Kisérleti Uton kardioidot a legegyszeriibben zseblampa segitségével egy csészében
tudunk eldallitani [11, [12], ekkor azonban csak magat a gorbét kapjuk eredményll, a keletkezését
nem érzékeli a szemink. Az oktatasi robotika viszont lehetdséget ad arra, hogy egy kdénnyen
programozhat6 robottal a generalas elvének megfeleléen rajzoljuk meg a gérbét. Ekkor jol lathatéan
nyomon kdvethetd az a folyamat, amelynek végeredménye egy tokéletes szivgoérbe.

Az informatikai alapszakok hallgatéi valasztott szakjuknak megfeleléen természetes médon élénk
érdekldédést mutatnak mind a robotika, mind az infokommunikéaciés eszkdz6k hasznalata irant. A
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kardioid gérbe titkainak felfedezéséhez ezért olyan mddszertant dolgoztunk ki szamukra, amelyben
a frontdlis oktatasi format kombindltuk a probléma-alapu tanulassal, az oktatasi robotikaval és
dinamikus geometriai szoftver hasznalataval projekt alapu tanulas soran. Cikkiinkben részletesen
bemutatjuk a mddszertan &sszetevoit és felépitését, valamint réviden ismertetjlk az elsd éles
tesztelés kvalitativ eredményeit.

2. A modszertan elemei

A probléma-alapu tanulds elterjedése annak a felismerésnek a kdvetkezménye, hogy a
tanuléknak minimdlis ismeretik marad a hagyomanyos, frontdlis oktatdsi mddszereken nyugvo
tanulast kovetéen és a megszerzett ismereteket nehezen tudjak mas 6sszefliggésekben alkalmazni.
A probléma-alapu tanulas olyan tanulasi kérnyezetet biztosit, amelyben a tanuldk felhasznalhatjak
és megerosithetik az elézetes tudasukat, élet-kbzeli dsszefliggésekben tanulhatnak és egyéni
vagy kiscsoportos munkaban fejleszthetik tudasukat [13]. Az oktatasi robotika hosszu évek o6ta
eredményesen alkalmazott eszkdz a tanulas élményszeriivé tételére és a hatékonysag ndvelésére
[14] [15]. Nem uj 6tlet az oktatési robotika probléma-alapu tanulassal valé kombinalasa, a LEGO
Education robotkészletekhez (WeDo 2.0, EV3, SPIKE Prime, SPIKE Essential) fejlesztett oktatasi
szoftverek felépitésének is szerves részét képzik olyan tanuldi projektek, amelyek lényegében
probléma-alapu tanulast valoésitanak meg. Ezek a projektek azonban témajukat tekintve az alapvetd
fizikai, bioldgiai és tarsadalomtudomanyi ismeretekre fokuszalnak, valamint a robotprogramozasi
fogasok elsajatitadsara. Ahhoz, hogy a felsdoktatasban célzottan alkalmazhassuk a STEAM alapu
maodszertant, sajat fejlesztésli robotkonstrukcidk kialakitasa szikséges, valamint a hozzajuk
tartoz6 hallgatéi projekiek felépitése. A LEGO robotkészletekhez javasolt STEAM projektek a 4C
modszertan elvét alkalmazzak [16, [17]. A LEGO filozofiaja szerint eredményes tanulas holisztikus
megkozelitéssel érhetd csak el, mert a tanuldsnak egyarant van kreativ, kognitiv, szocidlis és
érzelmi aspektusa is. A 4C (Connect, Construct, Contemplate, Continue) elv biztositja a felsorolt
képességek fejlesztését, a tananyag mélyebb beépllését abra). Az els6 C (Connect) a téma
felvetésének, a tisztazo kérdések megbeszélésének és a kivancsisag felkeltésének szakaszat jeldli.
A masodik C (Construct) az épités és a programozas, vagyis az alkotas szakaszara utal. A harmadik
C (Contemplate) a tapasztalatok 6sszegzésének és a tanultak masokkal val6 megosztasanak
szakaszara vonatkozik. Erre a 1épésre nagy hangsulyt fektet a 4C mddszertan, mert itt torténik a
szintetizalas, a tudaselemek 6sszekapcsolddasa. A negyedik C (Continue) folytatasra dszténdz, a
témahoz kapcsolddo Uj feladatok keresésére és megoldasara, amelyek az elézéekben megtanultakra
épitenek. A 4C modell eredményességét szamos kutatas tamasztja ald, a vizsgalatokat a 6-14 éves
korosztaly kdrében végezték [16, [17].

A 4C elv a generacios valtas miatt a felsboktatasban is alkalmazhaté. A kardioiddal kapcsolatos
tananyag feldolgozasara olyan modszertani modellt javaslunk, amely a 4C elvre épul abra). A
négylépcsds modell elsé eleme a frontélis oktatas (eldadas és gyakorlat), itt hangzik el az elméleti
anyag, amely a paraméteres és polarkoordinatas megadasu gorbéket targyalja. Tény, hogy a frontalis

Connect Construct Contemplate Continue

1. abra. A 4C mddszertani modell elemei. (Forras: Joosten, 2018)
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oktatas hatranyair6l szamos tanulmany késziilt az utébbi két évtizedben, azonban a fels6oktatasban
tovdbbra is ez az oktatdsi mddszer domindl. Nagy létszdmu kurzusokndl nem feltétlendl kell
lemondani réla, viszont érdemes kiegésziteni olyan technikékkal, ahol a hallgatok nem passziv
résztvevok [18]. Bizonyitott, hogy az el6adasok hatékonyak lehetnek az informaciokdzlésben, az
érvelés modellezésében és a tanulok motivalasaban. Ezért, ha az eldéadasok mas tevékenységekkel
megfeleléen tamogatottak, akkor a matematikaoktatas hatékony részét képezik [19]. Az elméleti
alapozas utan szakszeminariumon folytathaté a kardioid témajanak targyalasa, ahol a masodik
lépcsdben elkezdddhet a 4C elvnek megfelelé munka. A problémafelvetés a kardioid gdrbe
eldallitasanak lehetéségét vizsgalja kisérleti uton, ezt kdveti a harmadik I1épcsében a STEAM alapu
mddszerek hasznalata: a rajzol6 robot épitése és programozasa, valamint a robot miikddési elvének
megértése. A szintetizalasra egy olyan projektfeladat megoldasan keresztll adunk lehetéséget, ahol
a robot miikédési elvét modellezé animacié készitése a feladat, azonban a pontonként eldallitandé
szivgbrbe egy fraktalban talalhaté. A projekten 6nélléan vagy csoportosan is dolgozhatnak a
hallgaték, igy a tapasztalatcsere és a tudasmegosztds megvaldsulhat. A folytatdsra a negyedik
lépcsbben, tanéran kivlli kérnyezetben adunk lehetdséget olyan projektfeladatok kitlizésével,
amelyekhez a Desmos dinamikus geometriai szoftver hasznalatat javasoljuk. Az els6 kisérlet soran a
megoldasokat kreativ, egyéni 6tletekkel ellatva vartuk és az egyedi megvaldsitasokat az értékelésnél
is figyelembe vettiik. Er6s motivaciét adott a hallgatdknak, hogy a megoldasokra kapott pontok
beleszamitottak a félévi ertékelésbe.

Projekt
: alapu
Robotika tanulis
Motivacio,
-~ robléma
Frontalis Sla G
ktatas pu
O tanulas

2. abra. A szivgérbe tulajdonsagainak tanulasahoz kidolgozott 4C alapti mdédszertan lépcsoéi

A szivgbrbe rajzolasahoz kidolgozott modszertant az aldbbiakban a masodik [épcsotol
kezdddoden, a 4C elv Iépéseit felhasznalva mutatjuk be.

2.1. Kapcsolddas - Connect

Az elméleti eldadast kdvetd szeminariumon a kapcsolédast érdemes legalabb kétféle aspektusbdl
megvaldsitani. Az egyik a kardioid megjelenitése kausztikus gérbeként, a masik pedig a kettds
generalasi tulajdonsag tényének felelevenitése és bemutatasa. A Desmos grafikus szamologéppel
készitett animaciok j6l tamogatjak a szivgdrbe kétféle eldallitdsanak vizualis reprezentalasat.

2.1.1. Kardioid a csészében

A Kkardioid oktatasaval foglalkozé szakirodalomban a kausztikus tulajdonsagot igazolé csészés
kisérlet szinte kivétel nélkiil széba kertl [11, 2], mert minimalis eszkdzigénnyel bir és kénnyen
végrehajthatd. Nemcsak Ures csészével végezhetd (3](a) abra), hanem folyadék is lehet benne,
példaul kavé vagy tea fellletén is megjelenitheté a szivgérbe (3}(b) &bra). A mobiltelefonok
zseblampa funkciéjaval egyszerlien kialakithatdé a kardioid, ha a csésze pereme feldl torténik
a megvilagitas, a fénykép pedig egy masik telefonnal elkészithetd, tehat néhany perc alatt jo
mindségl fotdnk lehet a szivgdrbérdl. Ezzel a kisérlettel azt igazoljuk, hogy a kor esetében a
kausztikus gérbe szivgdrbe, ha a fénysugarakat a kér egy régzitett pontjabél bocsatjuk a gérbére,

4
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(a) Ures csészében. (b) A fénysugarak utja. (c) Fonalmiivészet.

7 7

3. abra. Kardioid elballitasa a kér kausztikus gbrbéjeként.

ahonnan azok a fizika térvényeinek megfeleléen visszaverédnek (3](b) abra). A kardioidot ekkor
egyenesek burkolégdrbéjeként kapjuk meg, azonban a csészében csak a kausztikus gorbe lathato,
az egyenesek (a fénysugarak) nem. A fonalmivészetben gyakran alkalmazzék a kausztikus gérbe
eléallitasanak elvét, ahol cérnaval modellezik az egyeneseket [20], s igy nemcsak a burkolégorbe
lathatd, hanem az egyenesek (szakaszok) is (3](c) abra). Egyszerlisége miatt a csészés kisérlet jo
valasztas az érdeklddés felkeltésére, azonban a hozza kapcsolodé jelenség feltarasat és megoldasat
érdemes a szeminarium vegére helyezni, amivel kialakitjuk a keretes szerkezetet €s igy a teljesség
érzését biztositjuk a résztvevok szamara.

2.1.2. A kettos generalasi tétel

A szivgdrbe (kardioid) meglepden sokféle médon szarmaztathatd. Leggyakrabban epicikloisként
definialjuk: a kardioid olyan sikbeli gérbe, amelyet egy adott » sugaru kor kerlletén 1évo rogzitett pont
kévet, ha a kér cstiszas nélkil gordil egy ugyancsak r sugaru rdgzitett kér mentén [8, [21]. A[4] abran
lathaté szivgdrbe paraméteres egyenletrendszere:

x(t) =r(2cost—cos 2t)

y(t) = r(2sint—sin 2t), (1)

ahol ¢ € [0,27]. Az (1) egyenletrendszer levezetése a [8] forrasban megtalalhato.

(@)t == (b)t = 6. (c)t = 2r.

4. abra. A kardioid szarmaztatasa epicikloisként r = 1 esetén.

Altaldban csak az epicikloisok feldl kdzelitjlk meg a kardioidot a gérbéket targyalé eléadason
és nem kerlll széba a toébbi lehetéség. Pedig a kettdés generalasi tulajdonsag miatt a kardioid
hipocikloisként is megadhat6 abra): a szivgdrbe egy R = 2r sugaru kor kerlletén 1év6 pont
nyomvonala, ahol a kor egy r sugaru rogzitett kdrén "belll" gordil cstszas nélkil [8]. A kettds

generalas kénnyen szemléltethetd latvanyos Desmos-animaciok készitésével.
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(@t=m. (b)t = 2. (C)t:77r_

2

5. abra. A kardioid szarmaztatasa hipocikloiskéntr =1, R = 2r = 2 esetén.

2.2. Alkotas - Construct

A csészével végzett kisérlet alapjan természetesen adodik a kérdés, hogyan tudjuk nagy
pontossaggal megrajzolni a szivgdrbét? Ujabb kdzvetlen tapasztalatszerzésre adunk lehetdséget,
ha a STEAM alapu oktatas eldnyeit felhasznalva az oktatasi robotikat valasztjuk a szivgorbe
megrajzolasara. A rajzol6 robotot a LEGO Education SPIKE Prime Core Set (45678) és a LEGO
Education SPIKE Prime Expansion Set (45681) készletekbdl épitettiik, mikddési elve a szivgdrbe
eldallitasanak epicikoisként vald létrehozasat kéveti. A mozgd kdért modellezd fogaskereket egy
kdzepes motorral forgatjuk, amely egy ugyanolyan méretii régzitett fogaskeréken gordl (6] abra),
igy biztositjuk a csuszasmentes goérdulést. A robothoz részletes épitési utmutatédt készitettiink a
Studio 2.0 szoftverrel (6](a) abra). Az alaprobot épitéséhez 28 mm atméréji dupla, mindkét oldalan
lecsapott fogakkal ellatott fogaskerekeket (46372) hasznaltunk a mozgé kérdk, és ugyanilyen méretl
forgétanyért (LEGO Turntable, 4652236) a fix kér modellezésére (6] (b) abra). A gorduld fogaskereket
a motor forgatja, az 6sszekapcsolashoz fokozatmentesen allithaté tengelyt alkalmaztunk, hogy a
fogaskerekek cseréje kénnyen megvalésithaté legyen az atépités soran. A filctollat a mozgatott
fogaskerék egy kerileti pontjdhoz kell régziteni. A rajzoléfej preciz elhelyezésének és stabil
szerelésének megoldasahoz megduplaztuk a goérdiildé fogaskereket. Ezzel az épitési verzidval tdbb
ponton régzithetd a filctollat tarté fej egy LEGO Technic kar felhasznalasaval.

A rajzol6 robotot egyszer( programmal mikddtetjik : a motor egyetlen kérbeforditdsa a szivgdrbét
eredményezi. A robot révid id6 alatt, kbnnyen megépitheté a LEGO Education SPIKE Prime (45678)
készletbdl, a forgdtanyér kivételével minden elem megtalalhaté az alapkészletben. Kisebb, legfeljebb
3-4 f6s hallgatoi csoportokkal érdemes dolgozni az épités és a tesztelés soran.

1)
)]
)
)
i
o}
3
o
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(a) A robot. (b) A rajzoldfey.

6. abra. Kardioidot rajzol6 LEGO Education SPIKE Prime robot.

Kilénb6zd méretl kardioidok a robot atépitésével, a fogaskerekek cseréjét kdvetden rajzolhatdk.
A [7l abran 40 foggal ellatott LEGO Technic fogaskerekeket (364902) hasznaltunk az épitéshez.

6
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Ekkor a forgatashoz hasznélt tengely elhelyezését masképpen kell megoldani, mint a forgétanyér
hasznalatakor (7](a) abra).

L

e

(b) Robottal rajzolt szivgdrbe. (c) Sablonnal rajzolt szivgérbe.

7. abra. Kardioid rajzolasa LEGO SPIKE Prime robottal, 40 fogu fogaskerékkel.

A robottal rajzolt kardioid (7](b) abra) alapjan sablon készithetd, ami a koordinata-rendszerben
tetszblegesen elhelyezhetd (7.(c) abra). A 40-es fogaskerék hasznalata azért elényds, mert a
megrajzolt szivgdrbe kerlleti pontjaibdl a csucsponton athaladd hurok hossza egész értékl, 8 cm.
A sablonnal rajzolt specialis helyzet(i kardioidok paraméteres egyenletrendszere kénnyen felirhato,
a terllet és a kerilet értékei szamolhatdk, a gérbéhez hizott érintdk megadhatdk, és a Desmos
grafikus szamologéppel ellenérizhetdk. A sablont érdemes megtartani és a kardioidhoz kapcsolédo
feladatok esetén a szemeszter tovabbi részében a szivgdrbe rajzolasahoz felhasznalni.

2.3. Szintetizalas - Contemplate

A fraktal szét 1975-ben Benoit Mandelbrot matematikus alkotta meg olyan alakzatok halmazanak
leirasara, amelyek végtelenlll 6sszetett 6nhasonlé formaiban ismétlddés fedezhetd fel. A fraktalokat
abrazol6 kaprazatos, szamitdégép altal generalt képek felkeltik a figyelmet és jobban motivaljak
a tanulok érdeklodését a matematika irant, mint barmely mas matematikai felfedezés az
elmult évszazadban [2]. A kardioiddal kapcsolatos ismeretek 6sszegzéséhez projektfeladatként a
Mandelbrot-halmazban lathaté kardioid generalast kellett megvaldsitani a hallgatoknak animacio
készitésével, ahol kérék egymason val6é gérdilése eredményezi a szivgdrbe pontjait. A Mandelbrot-
halmaz megjelenitésére két megoldast javasoltunk. Az elsBben képként kerll betdltésre a
Mandelbrot-halmaz, ami tetszdlegesen pozicionalhaté (8l(a) és (c) abra). A masodik esetben a
Desmosban generalodik a fraktal, az iteracidhoz vezetd utat a hallgatdk megkaptak (8(b) abra).
A feladat lényegi részét a kdzponti alakzat koérdk felhasznalasaval t6rténd generalasa jelentette.
Tekintettel arra, hogy kilénbéz6k voltak a kiindulasi kardioidok, mas-mas megoldasok szllettek

2

2

(a) Hattérkép megadasaval. (b) lteraciéval. (c) Egy kreativ megoldas.

8. abra. A Mandelbrot-fraktal kardioidja hallgatok altal készitett megoldasokban.
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abra). A szakszeminarium jelentés tamogatast nyujtott a feladat megoldasahoz, mert lényegében a
robot mikddését kellett animéciéval modellezni, ehhez valamennyi ismeretanyag atadasra kertilt,
tovdbba a kettds generalasi tétel bemutatasakor animacioként is lattak a hallgaték a kardioid
eléallitasat ugy epi-, mind hipocikloisként. A robottal valé szemléltetés eredményességére utal, hogy
a megoldasok kozott volt olyan, ahol a fogaskerekek megjelentek az animaciéban (8] (b) &bra).

2.4. Folytatas - Continue

A Desmos dinamikus geometriai szoftverrel megoldhatdé érdekes, elsGsorban a kardioid
megjelenitésére fokuszald projektfeladatok kitlizésével valdsitottuk meg a médszertan utolséd
lépcsojét. Az alabbi feladatokban a kardioidot burkolégdrbeként allitjuk eld, elészér koér-, majd ezt
kdvetden egyenesseregek felhasznalasaval. A gérbeseregek megjelenitésekor tobbféle animalasi
lehetdség készitésére nyilik mod, leggyakrabban azt hasznaljuk, amikor egyesével jelennek meg
egymas utan a gorbesereg tagjai. Az animaciok kézoés tulajdonsaga a lista alkalmazéasa. A hallgatok
az attraktiv megoldasok elkészitésekor a kardioid olyan tulajdonségaival is megismerkednek,
amelyek tllmutatnak az Gtemtervben elbirt alapismereteken. A projektfeladatok megoldasa soran
felmer(l6 kérdésekre online konzultacié soran adtunk valaszokat.

2.4.1. Korok burkologorbéje

Ha régzitiink a sikon egy kért és ennek egy P pontjat, majd tekintjik azokat a kérdket, amelyek
kézéppontja a régzitett kbrdn van és atmennek a P ponton, akkor ezeknek a kdréknek a burkoldja
éppen egy kardioid [21]. A keletkezd kardioid atmérdje kétszerese a rogzitett kdr atmérdjének és
a cslcspontja a P pontban van. A [0 abra elkészitése soran 34 |épéses iteracidval allitottuk el
a kardioidot a Desmos grafikus szamol6gép segitségével. Ennek a szivgdérbének ugyancsak
a paraméteres egyenletrendszere r = 1 valasztassal, mert az x? +y? = 1 kort és a P(1,0) pontot
régzitettiik.
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(a) Az iterdcié 11. lépése. (b) Az iterdcié 20. lépése. (c) Az iteracié utolsé lépése.

9. abra. A kardioid szarmaztatasa kérok burkologérbéjeként.

2.4.2. Evoluta és evolvens

Az érintdk vizsgalatahoz tébb egyszeri hallgatdi projekt is megfogalmazhat6. Latvanyos abrat
kapunk, ha a vizsgalt kardioidhoz lista felnasznalasaval adjuk meg az érintd egyeneseket (10}(a)
abra). Amennyiben az érintési pontokban a normalis egyeneseket is elkészitjik, akkor a kardioid
evolUtaja (gorbuleti pontjainak halmaza) rajzolédik ki, ami egy ellentétes allasu kardioid (10} (b) abra).
Az evollta paraméteres egyenletrendszere

1
z(t) = gr(2 cos t+cos 2t)

1
y(t) = gr(Q sin ¢ +sin 2t),
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ahol ¢t € [0,27], ha az (1) egyenletrendszer( kardioidbdl indulunk ki. Ha adottak a g; és g2 sikgdrbék
és a go goOrbe gi-nek evol(taja, akkor g; a go-nek evolvense [22]. Komplexebbé tehetjik az
el6z6 feladatot, ha azt a kardioidot is vazoljuk az érintdk megadasaval, amelynek éppen az
egyenletrendszer(l kardioid az evolutaja, vagyis az evolvenst. Azonnal adédik, hogy ekkor az

x(t) = 3r(2 cos t+ cos 2t)

y(t) = 3r(2sint +sin 2t), (3)

t € [0,2r] paraméteres egyenletrendszerl kardioidhoz kell érintdket huzni. A (c) abra
elkészitéséhez 51-re csdkkentettik az iteraciok szamat, hogy mindharom kardioid j6 1athaté legyen.
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(a) 61 elemii listaval generalt (b) A kardioid evolutaja. (c) A kardioid evolvense és

érintok. evolutgja.

10. abra. A kardioid érintbi és nevezetes gorbéir = 1 esetén.

2.4.3. Talpponti gorbe

A kardioidhoz eljuthatunk ugy is, hogy vizsgaljuk a kér egy kerlleti pontjanak a talpponti gérbéjét,
vagyis egy rogzitett kerileti pontbdl az érintdkre bocsatott merdlegesek talppontjainak geometriai
helyét [23]. Az r = 1 —cos ¢, ¢ € [0,27] kardioidhoz az (z+1)?+y? = 1 kdrbdl indulunk ki és az origd
talpponti gérbéjeként allitjuk eld abra).

P 1 == 1 ;,_;._\ 1
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(a) Az iteracid 10. lépése. (b) Az iteracio 25. lépése. (c) Az iteracié utolso lépése.

11. abra. 50 elemd listaval generalt talpponti gérbe.

2.4.4. Kausztikus gorbe

Az evolvenshez és az evolitahoz hasonléan mas gérbék is definialhatok ugy, hogy egy adott
gorbébdl indulunk ki és ahhoz kapcsoljuk az Uj gérbét. A kausztikus gbrbe a g gérbe altal egy
adott pontszerl fényforrdsrol visszavert fénysugarak burkolégdérbéje. Ha a g gbrbe kér, akkor a
kausztikus gorbe lehet szivgdrbe, amennyiben az adott pont illeszkedik a kérre [12]. Ezt az optikai
tulajdonsagot lattuk, amikor a mobiltelefon zseblampajaval megvilagitottuk a fehér csészét oldalrél.

9



Szilagyi Szilvia, Korei Attila

A fény visszaverddott a csésze oldalarol és a pohar aljan megjelent a szivgdrbe (3] (a) abra). Tehat,
ha a kor egy L pontjabdl kiinduld egyeneseket rajzolunk és hagyjuk, hogy ezek visszaverédjenek a
kdrvonalrdl ugy, hogy a beesési sz6g megegyezik a visszaverddési széggel, akkor a kardioid ezen
egyenesek burkolégbrbéje abra).

(a) 20 elemi listaval. (b) 30 elemii listaval. (c) 50 elemi listaval.

12. abra. A kardioid elballitasa kausztikus gérbeként a Desmos grafikus szamolégéppel.

3. Az elso kisérlet eredményei

A négylépcsés modszertan kiprobalasat kdvetden a résztvevok WEB alapu, anonim kérdbivet
toltdttek ki, amely 3 kérdést tartalmazott a kardioid innovativ tanulési technikajaval kapcsolatban.
5 fokozatu Likert-skalan jeldlték be a valaszaddk a kérdésekkel kapcsolatos attitlidjiket. Az 1-
es érték az abszolut ellenkezést, mig az 5 a teljes egyetértést jelentette. 26 valasz érkezett a
kérddivre. A résztvevok 84,6%-a itélte gy, hogy a szakszeminariumon bemutatott rajzolé LEGO
SPIKE Prime robotok a kardioidhoz kapcsolédd matematikai ismeretek elsajatitasaban jelentds
tamogatast nyujtottak szamukra. Ugyanennyien jelentették ki, hogy a szivgérbéhez kapcsol6do,
dinamikus geometriai szoftver hasznalatat igényl6 projektmunkakon szivesen dolgoztak és legalabb
2 orat tolt6éttek a megoldasok elkészitésével. Arra a kérdésre, hogy a jovoben is részt vennének-e a
sikbeli gérbék elméletéhez kapcsoldédo oktatasi robotikaval kombinalt szakszeminariumon a hallgaték
96,2% adott 4-es vagy 5-0s értéket.

Tapasztalataink szerint az informatikai alapszakok hallgatoi a dinamikus geometriai szoftverekkel
megoldhatd projektimunkakon lelkesen dolgoznak, az animaciok készitésével kapcsolatos otleteket
megosztjak egymassal, ugyanakkor egyéni jellemzokkel is igyekeznek felruhazni a benydjtasra
kerlld6 megoldasokat. Szabadidejukbdl is jelentds mennyiséget aldoznak fel a feladatokkal vald
foglalkozasra, mert az érdekl6dési koriikhéz tartoz6 eszkdzokkel dolgozhatnak, tovabba latvanyos
megoldasokat, animacidkat készithetnek. A jovében tervezzik egy olyan kisérlet megvalésitasat,
ahol kvantitativ méréssel is bizonyitani tudjuk a médszertan hatékonysagat.

4. Osszegzés

Cikklnkben egy uj, STEAM-alapu modszereket is alkalmaz6 tanitasi-tanulasi technikat mutattunk
be, amely a szivgbrbe tulajdonsagainak felfedezésére hasznalhat6 informatika alapszakos hallgatok
esetén. A felsboktatas hagyomanyaihoz tartozé frontalis tanitast kiegészitettk a hallgatok
generacids igényeinek megfeleld oktatasi formakkal: a probléma-alapu tanulassal, STEAM-alapu
médszerek integralasaval és a projekt alapu tanuldssal. A négylépcsds modszertan valtozatos
didaktikai megoldasokat hasznal, mert minden Iépcsében mas-mas tipusl tanulasi technika
alkalmazasaval teszi érdekessé, motivalova és eredményessé a tanulasi folyamatot. Az elsd
tesztelés soran csupan hallgatoi kérdbivek kitoltésével szereztlink mérési adatokat. Az eredmények
hatarozottan azt mutattak, hogy a hallgaték igénylik azokat az Uj mddszertani megoldasokat, amelyek
seqitik 6ket az aktiv tanulas megvaldsitadsaban. Terveink kéz6tt szerepel tovabbi nevezetes sikgdrbék
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esetén analdg struktura létrehozasa és megvaldsitasa, mert az oktatasi robotika olyan innovativ
lehetdségeket kinal, amelyet a matematikai analizis bizonyos fejezetei esetén érdemes fontoléra
venni a tanitasi folyamat tervezésekor.
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