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Osszefoglaléas

A fizika kivételes hatékonysagat a vilag megértésében az adja,
hogy egyrészt tébb eltéré elvi ut mentén matematikailag
szabatos elméleti modelleket kinal, masrészt nagyon pontos
kisérleti eredményeket produkal és e két vonatkozas egymast
erdsitve és segitve halad el6re a mind pontosabb leiras felé. A
fizika erejét és megbizhatésagat mutatiuk be azaéltal, hogy hat
teljesen kiilébnb6z6 modon tudtunk eljutni Kepler Ill. térvényéhez.

Abstract

The exceptional effectiveness of physics in understanding the
world is that it offers mathematically rigorous theoretical models
along a number of different paths, and also produces very
precise experimental results, and these two aspects reinforce
and help each other to progress towards ever more precise
descriptions. The power and reliability of physics is demonstrated
by six very different ways of arriving at Kepler's Law llI.

,Ha méar Adam evett a tudés fajardl, evett volna eleget!” (Kner Izidér)

,Két oszlop emeli az emberi létet, az eqyik a segitbkész részvét,
masik a tudas. A tudas részvét nélkiil embertelen, a segitbkészség
tudas nélkliil tehetetlen.” (Victor Weisskopf)

A vildg megismerésére valo torekvés bioldgiai eredetii: az evolucié soran azok az éllények
bizonyultak sikeresnek, amelyek a kérnyezetik minél pontosabb tlkoérképét alakitottdk ki
tudatukban. Ez a térekvés az emberben teljesedett ki a természettudomanyok altal. Erre motivald
tudasvagyra utal fenti elsé idézetlnk.

A természettudomanyok tarsadalmi hasznossaga a természeti tOrvények erejének,
megbizhatésaganak folyomanya, mivel igy vezetnek — mérndki manifesztaciokon keresztul —a
mindennapi élet szinte minden terlletén az életiinket megkdnnyit6 fejlesztésekhez (pl. lampak,
haztartasi gépek, erémivek, autok, repllbégepek, hajok, szamitogépek, projektorok, 3D-mozik,
digitalis fényképez8gépek, orvosi diagnosztikai gépek, gyégyszerek, mitéti eljarasok stb.). Ezt a
humanus haszonelviiséget fejezi ki fenti masodik idézetlink.

A természettudomanyos megismerés folyamata ([1] alapjan, |épésekre bontva):

* Kapcsolattarté szerzé.
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o A természettudomanyos megismerés a jelenségek felismerésével kezdédik. Ennek
érdekében a jelenséget el6szor kozvetlen tapasztalatbdl, vagy miiszeres eszkozzel,
méréssel figyeljik meg.

A medgfigyelt jelenség értelmezésére fogalmakat vezetiink be.

e Amikor csak lehet, a Iényegtelen korulmények elvalasztasa érdekében kisérleteket
végzink. A kisérletek azonos feltételek mellett tdbbszdr ismételheték, barki altal
ellen8rizhetbk, s mindez a pontosabb megértést szolgalja.

o Ezutan kapcsolatokat keresiink a fogalmak kézott. A mennyiségi fogalmak kozott a
kapcsolat matematikai jellega.

o E feltételezett kapcsolatok megtalalasa ujabb megfigyelésekkel, kisérletekkel
torténhet. A fogalmak kozott el6szor hipotetikus kapcsolatok fogalmazédnak meg. A
versengd hipotézisek kozul kiesik az, amely kovetkezetesen ellentmond a
megfigyeléseknek, kisérletnek.

e A veégul érvényben marado letisztult kapcsolatokat természeti torvényeknek nevezzuk.
A térvények — megfelel6 matematikai jeloléssel, — meglep&en tdmoér formaban néhany
egyenlettel dsszefoglalhatok. A térvények Iéte azt bizonyitja, hogy a természet sajatos,
Iényegi rend szerint mikddik, és a természet ennek felkutatasa révén megismerhetd.

A fizika kivételes hatékonysagat és erejét a vilag megértésében az adja, hogy egyrészt tobb
eltéré elvi it mentén matematikailag szabatos elméleti modelleket kinal, masrészt nagyon pontos
kisérleti eredményeket produkal és e két vonatkozas egymast erdsitve és segitve halad el6re a mind
pontosabb leiras felé.

Ezen utébbi kdlcsdnds erbsité hatas jol szemléltethetd egy az elektromagneses hullam
terjedésével valé analdgian.

1. abra. Az elektromagneses hullam terjedésének és a fizika fejl6désének analdgiaja

Egy kézegben terjedd elektromagneses hulldmban az elektromos és a magneses térerésség
"egymasba alakul at", hiszen az id6ében valtozé elektromos tér hozza létre a magneses indukcids
teret, mig a valtozé indukcids tér generalja az elektromos teret. Analég médon a fizika haladasa az
elmélet (matematika) és kisérlet (empiria) egymasra épulésével, kdlcsdndsen erdsitésével mintegy
spiralis fejlédési ivként értelmezheté.

A fizikai vilag egyik legalapvetébb mozgasformaja a centralis erétérben torténd mozgas, illetve
annak egy specialis esete a bolygdbmozgas, azaz bolygok keringése egy csillag koérdl. A fentiek
illusztralasara jelen tanulmanyban a bolygémozgas egyik alapvetd térvényszer(iségének, konkrétan
Kepler lll. torvényének targyalasat mutatjuk be hat kilonb6zé megkdzelitésben: (1) tisztan
empirikus médon csillagaszati mérések alapjan, (2) félig empirikus félig elméleti médon egy
gondolatkisérlettel, (3) dimenzidanalizissel a mértékegységekre vonatkozd megfontolassal, elméleti
uton tisztan matematikai levezetésekkel a (4) Newtoni, illetve (5) Lagrange-féle formalizmusban, és
végll (6) szamitdgépes kisérleti fizika alkalmazasaval.

1. Csillagaszati megfigyelések (tiszta empiria)

Johannes Kepler sajat és Tycho Brahe tavcsdves csillagaszati adatainak gondos
tanulmanyozasaval és elemzésével dsszefliggést talalt a bolygdk keringési ideje és a Naptdl vald
tavolsaguk kozott, amelyet ma Kepler Ill. térvényének nevezink: a bolygok Naptdl valo atlagos
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tavolsagainak (az ellipszispalyak a fél nagytengelyének) kdbei ugy aranylanak egymashoz, mint a
keringési idejuk (T) négyzetei, azaz:

a3

~=K=alland6 = a’=K-T?

—

(1.1.)

Ezt a torvényt az 1619-ben irt Harmonices Mundi ("A vilag harméniaja") cimi mivében
kozolte.
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2. abra. A Naprendszer bolygdinak adatai és log-log skalaju abrazolasuk

A (log-log skalazasu) grafikon egyenesének meredekségébdl meghatarozhaté K allandé
(Naprendszerre érvényes) empirikus értéke:

3
K =3,35.10" L
s (1.2)

2. Gondolatkisérlet (hipotézis igazolasa megfigyelésre alapozva gondolati
uton)

»A modellek, kildndsen a gondolati modellek alkalmazasa a tudomanyos megismerés elméleti
szintjén gyakran egy sajatos kutatasi eljarashoz kapcsolédik, amit altalaban gondolatkisérletnek
szokas nevezni. A gondolatkisérlethez — az elméleti modellhez és a hipotézishez hasonléan —
mindenekelbtt az empirikus tényanyag elméleti feldolgozasa, a tudomanyos elmélet kiépitése és
valésagra valé vonatkoztatdsa soran folyamodnak , hiszen e mddszer lényegi sajatossagait és
funkcidit tekintve is 6sszekdtd kapocs, atmenet a (realis) kisérlet és a tudomanyos elmélet kdzott.
...A gondolatkisérlet olyan elméleti tevékenység, amely a gondolatok mozgasanak formajaban
gondolatilag mintegy leir, eszmeileg reprodukal bizonyos, technikailag még meg nem valdsithato,
vagy altalaban gyakorlatilag megvalésithatatlan, de elvileg lehetséges, a tudomanyos tényekkel és
az alapvet6 tudomanyos térvényekkel 6sszhangban allé realis kisérletet.” [2].

A gondolatkisérletek jelentés szerepet jatszottak a fizika torténetében: gondoljunk pl.
Akhilleusz és a tekn&sbéka versengésére, Galilei dialégusaira, Newton forgd vodros okfejtésére az
inerciarendszer vonatkozasaban, a Carnot-kérfolyamat idoljara, a csodas Maxwell-démonra,
Schrddinger hirhedt macskdjara, a varazslatos EPR paradoxonra (2022-es fizikai Nobel-dij), stb.

Nos, vigyunk végig mi is egy gondolatkisérletet a Kepler Ill. torvényével kapcsolatosan.
Tegyuk fel tehat, hogy a Naprendszerre vonatkozo csillagaszati megfigyelések alapjan felallitottuk
adott kdzéppont koéril kérpalyan (altalanosabban és szabatosabban centralis erétérben) mozgé
anyagi objektumokra érvényes:

3
5—2 =K =allando

2.1)

hipotézisunket.
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Ha ez valdban természeti torvény, akkor kézenfekvd tovabblépés az, hogy a Fold kordli
mozgasra is alkalmazhaté. Tegylk ehhez hozza tovabbi mérési eredményeket: a Hold mozgasara
megallapitott Ty =27,32 nap = 2,36-10° s keringési id6t és Ry =3,84:108 m (atlagos) keringési
tavolsagot.

A Hold adataibdl a Foéld kortli mozgasra a K konstans értéke:

K —Ra_ w_lw o M
B (2.36-10° ) S5 22)

3. abra. Newton rajza a Fo6ld kériil mozgé ,elhajitott” testek palyairdl

Ha a Fold felszine kdzelében (pl. egy hegyrél) vizszintesen kildvink egy testet (lasd Newton
vazlatat az abran), akkor egy adott palyan fog mozogni, kis sebességek esetén parabolapalyan,
kelléen megvalasztott sebesség esetén korpalyan. Ezen test — nevezziik kisholdnak (kdézvetlen a
Fold felszine felett kering6 képzeletbeli holdacska) —palyajanak sugara tehat (kozelitéleg) a Fold
sugara, tehat:

Run = 6,37'106 m

Keringési idejét pedig kiszamithatjuk a hipotézisiunkbdl:

3
3 3 6,37-10°
%: K. =101710° ™ = 7, = /ikh —(1 o 1012 ~5041s
kh S F ' ’ (2.3)
A koérpalyan mozgo kishold centripetalis gyorsulasa:
2
a, :wZ.rz[i_”] R, _(;)ZJ 6,37-10° N —9,89 1
kh s S (2.4)

A centripetalis gyorsulas definicié szerint a kdzéppont, tehat jelen esetben a Fold kdzéppontja
felé mutat6 gyorsulas, azaz nem mas, mint a (Galilei mérései 6ta jolismert) Fold felszini gravitacios
gyorsulas g = 9,81 m/s?, ami a szamolas soran alkalmazott kerekitési hibakon belil egyezést mutat!
Milyen elegans, kerek, dnkonzisztens gondolatmenet és eredmény!

3. Dimenzidéanalizis (mértékegységekre vonatkozé elméleti meggondolas)

A fizikai mennyiségek numerikus értékbdl és mértékegységbdl alinak. A mértékegység utal a
fizikai mennyiség dimenzidjara. Szikségszerlien minden fizikai torvényt, dsszeflggeést kifejezd
egyenlet két oldalan azonos dimenziéju mennyiségek allnak. Ez sokszor igen er6s megszoritast
jelent az adott Osszefliggés alakjara. A dimenzidanalizis elsé lépéseként gondosan meg kell
vizsgalni, hogy a keresett egyenletben milyen mennyiségek szerepelhetnek. Csak akkor mikadik jol
a modszer, ha viszonylag kevés, kilonb6z6é dimenziéju mennyiség kozott kerestink 6sszefuggést.
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Egy masik megkdtés, hogy ezzel a mddszerrel csak hatvanyfliiggvény szerinti 0sszefliggések
kaphatéak meg [3].

A mértékegységekre vonatkozd megfontolasok (dimenzidanalizis) és elemi fizikai
gondolkodas alapjan irjuk fel Kepler Ill. toérvényét!

Alapvet6 fizikai megfontolasok alapjan egy bolygd T keringési ideje, ha egy M témegl csillag
koéral kering a fél-nagytengelyl ellipszis palyan az alabbi mennyiségektdl fligg (megadjuk az Sl
mértékegységuket is):

* abolygé palyaja-ellipszisének a fél-nagytengelyétél ([a]=m),

o acsillag M témegeétsl ([M]=kg),

3
m
e ésa G gravitacios (Cavandish) allando értékétsl ([G]= =)

kg-s

Keressuk tehat a T keringési id6t az:
T=C-a*-G”-M’

hatvanyfiggvény alakban (ahol C mértékegység nélkili allando)!
Ez a mértékegységekre vonatkozdan az alabbi elbirast adja:

[T]=(a]" [6] [M] . azaz (kgjkg

Ez tulajdonképpen harom egyenlet a benne el6fordulé harom Sl alapegységre:
méter: 0=a + 34, maésodperc: 1=-24, kilogramm: 0=—f+y.
Ez az egyenletrendszer pillanatok alatt megoldhaté:

_3/ . n__ e P A A at
a_éaﬂ_ %17/— %,tehatT—C azGZM Z_C —G.M,

amit kissé atrendezve megkapjuk Kepler Ill. torvényét (1.1.):

2 _GM L,
c* (3.1)
Fontos Uj eredmény, hogy a K allando értékeére (elvi!) 6sszefliggéshez jutottunk:
_G-M
- c (3.2)

melyet dsszevetve (1.2) empirikus kisérleti értékkel (M ekkor természetesen a Nap tdmege)
kiszamolhatjuk C allando kézelité empirikus értékét:

C=6,280 27 ,
igy az a feltevés adddik, hogy:
~G-M
(2n)
azaz Kepler lll. térvényének pontositott alakja sejtésiink szerint:
R® _G-M
T (2n)

(3.3)

ami nagyon j6 empirikus egyezést mutat a csillagaszati megfigyelésekkel.
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4. Newtoni dinamika (tiszta elmélet)

Az un. centralis erGtér esetén tetszbleges tdmegpont mozgasat meghatarozd potencialis
(helyzeti) energia csak az adott ponttdl (erétér-centrumtol) mért r tavolsagtol figg, tehat:

V(r). (4.1.a)
Ekkor a tdmegpontra hato eré definicié szerint:
— dvr
F=——-
drr (4.1.b)

amelynek hatasvonala mindig a vonatkoztatasi rendszer egy meghatarozott pontjan, a
centrumon (tébbnyire ide valasztjuk a koordinata-rendszer O origojat) halad keresztul.

A legfontosabb — és a természetben legaltalanosabban megjelend — centralis eréterek azok,
amelyekben a potencialis energia az r tavolsaggal forditottan aranyos:

r, (4.2.a)

ahol a > 0 vonzd, a < 0 taszito jellegli er6tér esetén. (4.1.b)-bél kovetkezbéen az erd iz szerint
r

fugg a tavolsagtol:
— dv r ar — a , T . ) ]
— — azaz ‘F‘ =— €s -— acentrum felé mutato egységvektor
dr r rer r r , (4.2.b)

Gravitacios erétér (M tomegU csillag és m tdmegil bolygd) esetén aa=G-M -m , ahol G a
gravitacios allando [4].

Jelen tanulmanyban egy csillag korul torténd bolygdmozgast targyaljuk, ez esetben
nyilvanvaléan az m tdmegi bolygéra hatod gravitacids er6hatast kell figyelembe venni, amely tehat
az M témegi (M >> m) csillag felé mutat, a nagysaga pedig (4.2.b) alapjan:

m-M
F=G—
. (4.3)
Newton Il. axibmaja szerint az m tdmegl bolygd mozgasegyenlete:
m-d=2 F (4.4.)

Most a bolygéra csak a gravitaciés erd hat, tehat a mozgasegyenlet jobboldalara a (4.3.) er6
kerll, amely a centralis jellegébél kdvetkez6en mindig radialis iranyba (a csillag, mint vonzécentrum
felé) mutat, igy az egyenlet bal oldalan levé gyorsulasvektor is radidlis iranyu, tehat a (4.4.)
vektoregyenlet szamegyenletté valik:

m-M
r* (4.5.)

A kormozgasnal tanultak szerint az a, radialis iranyu gyorsulast centripetalis gyorsulasnak
nevezzik és ismert, hogy:

m-a, =G

2
\"
a, =—=w"-R

® R , (4.6.)
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2r
ahol r = R a kérpalya sugara, @ = ? a szOgsebesseqg, T keringési idével.

igy a (4.5.) mozgasegyenletiink alakja kérmozgas esetén:

2
m. 2_72- .R:Gm'lz\/l
T R

egyszerisités és rendezés utan:
R® G-M
-|-2 - 2

(27) (4.7

Ez nem mas, mint a (2.3.) Kepler lll. tdrvénye kor palyara (kor egy specialis ellipszis, amelynél
a = R). Tetszéleges ellipszis palya esetén a matematikai levezetés kicsit nehézkesebb, de szintén
Kepler lll. tdrvényéhez jutunk.

5. Lagrange-formalizmus (még tisztabb elmélet)

Haladjunk végig a Lagrange-formalizmus lépésein.

(1) A vizsgalt rendszer szabadsagi fokszamanak megallapitasa.

(1.a) A mozgas két-dimenzids (egy sikban torténik), tehat D = 2.

(1.b) Egy anyagi objektum (a bolygd) végez mozgast, tehat N = 1.

Ez alapjan tehat Descartes-koordinata rendszerben 2 koordinatara van szukség: az m témeg
bolyg6 helyét megadd x és y koordinatakra.

(1.c) Jelen esetben nincsenek kényszerfeltételek a mozgasra, azaz el6irasok a koordinatakra,
tehat s = 0 a kényszerfeltételek szama.

(1.d) Ezek alapjan mar meghatarozhat6 a rendszer szabadsagi fokainak a szama:

f=N-D-s=1.2-0=2

(2) Tehat 2 megfeleléen valasztott altalanos koordinata sziikséges a teljes leirashoz.

Igen kézenfekvd, hogy jelen esetben (a centralis jelleg miatt) egyik altalanos koordinatanak a
bolygdnak a csillagtdl mért r tavolsagat érdemes valasztani. Ez viszont a polar koordinata-rendszert
sugallja, tehat masik altalanos koordinata legyen a csillagtdl a bolygéhoz huzott sugar x-tengellyel
bezart ¢ szdge, hiszen r és ¢ adatokkal a bolygd helye egyértelmien meghatarozott.

Legyen tehat ¢, = €S, = ¢ a valasztott altalanos koordinatak.
Fejezzuk ki ezekkel az altalanos koordinatakkal az x és y Descartes-koordinatakat:

X=r-cose ; y=r-sing (5.1)

(3) Irjuk fel az altalanositott koordinatakkal a rendszer L Lagrange-fiiggvényét!
(3.a) A kinetikus (mozgasi) energia:

1

T=>-m-V

2

A Pitagorasz-tétel szerint fennall, hogy:
Vi=vE Vi =X 4y

Hasznaljuk az (IV.1.) sszefliggéseket és végezzuik el a derivalasokat, kapjuk hogy:

2

2 2
V=X +y° :[%(r-cow)) +(%(r-sin (p)j :(r'-cosw—r-singo-gb)2 +(r‘-singo+r-cos(p-¢))2 =1°+r2.¢°
igy a mozgasi energia immaron az altalanos koordinatakkal:

T :%m-(r'2+r2-gb2)
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(3.b) A potencidlis (helyzeti) energia jelen esetben a (l1l.2.a) centralis potencial a gravitaciora
a=G-M-m :

G-M-m
V(r)=-——"—

(3.c) Ezekkel felirhatjuk a rendszer L =T —V Lagrange-fiiggvényét. Jelen esetben:
G-M-m
r (5.2)

Tehat elballt a bolygobmozgas Lagrange-fuggvénye az r és ¢ altalanos koordinatakkal
valamint I és ¢ altalanos sebességekkel.

L=%m-(t‘2+r2-(p2)+

(4) A mozgasegyenletek levezetése az Euler-Lagrange egyenletek alapjan:

Mivel két altalanos koordinatank van (0, =r ésq, =), igy kétszer kell felirnunk az Euler-
Lagrange egyenletet, hogy megkapjuk a keresett mozgasegyenleteket.

Tekintsuk el6szora ¢, =I' altalanos koordinatat és végezzlk el az elirt derivalasokat (a teljes
derivaltaknal hasznalva a lancszabalyt).

oL oL .. doL n . oL oL 2 G-m-M
——=—=Mmfés ——=m-I ,valamint —=—=m-r-¢"————.
oq, or dt or 0q, or r
igy az Euler-Lagrange egyenlet:
m-'r‘—m-r-(p2+—G'mz'|vI =0
r (5.3.a)
Tekintstk ezutan a , = ¢ altalanos koordinatat:

oL oL , . doalL 2 . . oL oL
—=—=Mm-r"p——=m-r"-¢g+2m-r-@-r ,valamint —=—=0
aq, O dt o9 aq, Op

igy az Euler-Lagrange egyenlet ezlttal:

m-r’-g+2m-r-¢-r=0 (5.3.0)

A (5.3.a) és (5.3.b) egyenletek adjak a bolygo keresett mozgasegyenleteit.
Egyszerisités érdekében targyaljuk most is a korpalya esetét, azaz r(t) =R . EbbdI viszont
r=0 és i =0, ezek szerint (5.3.b)-re:
m-R>-4=0,
tehat ¢ =0, amibdl ¢ = allandé kovetkezik, azaz a szgsebesség allandé ¢ = = 2_|_—7T , ahol
T a bolygd keringési ideje.
r(t)=R és =0 valamint p=w= ZT—” felhasznaldsaval (5.3.a) az alabbi alaku lesz:
2
_mR(Z_ﬂ-) +—G.m2.M =0
T R
amit rendezve kapjuk, hogy:
R'_G-M
T2 (27[)2

(5.4.)




Miért hatékony a fizikai gondolkodas — Kepler IlI. torvényének hat aspektusa

Tehat ezuttal is Kepler lll. térvényét kaptuk.

6. Szamitégépes kisérleti fizika (szimulacio)

A szamitdégépek a fizika szamara is Uj dimenziot nyitottak, Iétrejott a szamitdgépes kisérleti
fizika, mint teljesen Ujszer( vizsgalati médszer. A szamitdgépes szimulaciok segitségével olyan
modellekrél tudunk relevans kvantitativ informaciot nyerni, amelyek korabban egyaltalan nem, vagy
csak kvalitativ médon voltak targyalhatok. Jelen cikkliinkben a szamitdgépes kisérleti fizikat a
Dynamics Solver (tovabbiakban DS) ingyenesen letélthet6é program [5] segitségével mutatjuk be [6],
feltételez programozasi el6képzettséget: a szimulaciohoz szikséges minden informacié bevitele
felhasznaldobarat parbeszéd-ablakokban torténik és a sokrétl grafikus és numerikus eredmények
megjelenitése és kinyerése nagyon egyszer(i. A program hatékony beépitett forditéja a standard
alaku matematikai kifejezések széles osztalyat kiemelkedéen gyors futasu belsé kodda alakitja. A
fentiek miatt a DS kiemelked6en hatékony eszk6z dinamikai rendszerek tanulmanyozasara [7].

A (Descartes-féle) koordinata-rendszer origdjat az erétér centrumba helyezve négy paraméter
hatarozza meg a mozgast:

o az er6tér erfsségét megadd GM paraméter (amely gravitacios er6tér esetén:
GM =G-M ),

e valamint a kezdéfeltételek, tehat az (X, =X _ini ; y, =D) kezd6hely az x_ini és D
paraméterekkel, valamint az (vXO =U,=Uu_ini; v,=V, :0) — tehat x-tengellyel

parhuzamos iranyu — kezd8&sebesség-vektor az u_ini paraméterrel (a mozgas
altalanos jellegét nem korlatozzuk azzal, hogy a kezdbsebességet az x-tengellyel
parhuzamosnak vesszik).

kezddhely

__“'—--...__‘
ukezdo

[
. xkezdo ~ >

erétér centrum
M

4. abra. Centralis er6térben mozgé objektum palyajanak paraméterei

A centralis er6torvénybdl a gyorsulasvektor:

lar _( ., ax .. ayj
_ y__i3
mr mr (61)

(6.1.) utolsé alakja adja meg az x, illetve y koordinatakra vonatkozé mozgasegyenleteket,
amelyek matematikai szempontbdl egy masodrend differencialegyenlet-rendszert jelentenek.

sebességvaltozok bevezetésével ez egy 4 ismeretlenes elsérendl differencialegyenlet-
rendszerré alakithato:
L. ax o ay
X=V, ; VX__F Y=V, Vy__ﬁ (6.2.).
Ezt a differencidlegyenlet-rendszert szamitogéppel (pl. a DS-el) kédnnyen megoldhatjuk
numerikusan, mintegy kicsiny idélépésekben haladva ,kigdngyodlitve” a palyat.




Nagy Péter

Ellipszis palya ("bolygd") jelenik meg példaul az alabbi paraméterértékeknél (lasd az abran):
GM=20,u_ini=2,x_ini=-5,D =3 (kék szin(, lapos),

GM=20,u ini=3,x ini=-1, D=3 (fekete, kevésbé lapos),

GM=20,u ini=2,x ini=-2,D =6 (zdld szinl, majdnem kor),

GM=20,u ini=2,x ini=0,D =5 (piros, kor),

5. abra. Ellipszis palyak a DS szimulaciéban

A szamitogéppel kénnyen meghatarozhatjuk az egyes palyak fél nagytengelyét, illetve a
keringési id6t, konkrétan az alabbi numerikus értékeket kapva:

paraméterek a T a’y/T*=K
1. bolygé: GM=20 , ukezdo=2 , xkezdo=-5 , D=3 7 26 0,507
2. bolygé: GM=20 , ukezdo=2 , xkezdo=-2 , D=6 8,6 35,5 0,505
3. bolygé: GM=20 , ukezdo=2 , xkezdo=0 , D=5 5 15,7 0,507
4. bolygé: GM=20 , ukezdo=3 , xkezdo=-1, D=3 55 18 0,513

A (2.1.) térvényben szerepld K konstans elméleti értéke (4.7.) vagy (5.4.) szerint:

K:G'M _ M _ 202=O,507.

(27)" (27)° (2n)

Osszefoglalas

A fizika erejét és megbizhatdsagat mutatja, hogy hat teljesen kilénb6zé médon tudtunk eljutni
Kepler Ill. tdrvényéhez: tisztan empirikus Uton (tavcsdves) megfigyelési eredmények elemzésével,
egy roppant elegans gondolatkisérlettel, a meértékegységek dimenzidanalizisével, a Newtoni
dinamika segitségével, illetve a Lagrange-formalizmus hasznalataval, végul szamitogépes kisérleti
fizikaval.

Zaro megjegyzéskeént kiemelném, hogy a Lagrange-formalizmus mennyire vilagos, egyértelmi
és egyszeri lépések sorozata, amely matematikai tudasként is kizarélag a derivalast tételezi fel
(marpedig ,derivalni ald is tud!”). A Lagrange-formalizmus hatékonysaga a Newtoni leirdshoz képest
egyre dominansabba valik bonyolultabb rendszerek targyalasa esetén: olyan komplex rendszerek
modelljének levezetésére is képes, ahol a Newtoni megkdzelités mar praktikusan
keresztulvihetetlen.
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