Gradus Vol 6, No 4 (2019) 74-92
ISSN 2064-8014

GEADUS . KFEFO.NU

FRAKTALOK VILAGA - JATEKOS TUDOMANY

WORLD OF FRACTALS - PLAYFUL SCIENCE

Nagy Péter ', Tasnadi Péter ?

1 GAMF Miszaki és Informatikai Kar, Neumann Janos Egyetem, Kecskemét
2 Természettudomanyi Kar, E6tvés Lorand Tudomanyegyetem, Budapest

Kulcsszavak:

fraktalok

fraktalgeneralas

jaték

kaosz
kvantumfizikaKeywords:
fractals

creation of fractals

game

chaos

Cikktorténet.
Beérkezett 2019. junius 24.
Atdolgozva 2019. oktober 31.

Elfogadva 2019. november 5.

Osszefoglaléds

A fraktalok a természet elragadd geometriai strukturai, amelyek
mindennapi  tapasztalataink mélyén  nyilvanulnak  meg.
Fraktalalakzatok egyebek kbézt a kristalyok, folydk, hegyek,
partvonalak, villamok, felhék, fak, levelek, kagylok, ér- és
ideghal6zatok.

Az elbadasban érdekes, szemléletes és jatékos példakat
mutatunk be fraktalok létrehozasara. EI6szér a determinisztikus
fraktalok generalaséat targyaljuk rekurziv algoritmusokkal, illetve
kaotikus jelenségek altal (magneses inga). Ezutan véletlen
fraktalokkal ismerkediink meg szémitégépes programokkal
(fraktal-jaték, fraktal tajkép szimulator) és manudlisan
(papirgalacsinok, gyurmazas, tésztagyuras és festékkeverés).
Véqiil illusztraljuk a fraktalok szerepét a modern miivészetekben
(festészet, épitészet és szamitogépes grafika).

Abstract

Fractals are exquisite structures produced by nature. Fractal
patterns are for instance: the crystals, firths, mountains,
coastlines, lightning, clouds, trees, leafs, seashells, networks of
veins.

In our presentation we show interesting, suggestive and playful
examples for creation of fractals. At first discuss the deterministic
fractals, which can be generated by recursive algorithms or
chaotic phenomenon (magnetic pendulum). Thereafter we
demonstrate the random fractals with computer programs
(fractal-play, fractal landscape simulator) and manually (paper
pellets, plasticine, dough kneading and paint mixing). Finally the
use and strange role of fractals in the arts are illustrated by some
exciting examples (painting, architecture and computer
graphics).

1. Bevezetés

- Spinoza Istenében hiszek, aki a létezok

crer

(Albert Einstein)

A fraktalok felfedezése alapjaiban valtoztatta meg a vildg geometriai jellegérdl alkotott
felfogasunkat: raddébbentink, hogy a korabbi geometriai képinkben szerepl6 ,megszokott”

* Kapcsolattarté szerzé. Tel.: +36 20 4798204
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szabalyos alakzatok valdjaban csak (szinte elhanyagolhatéan) paranyi szegmensét reprezentaljak
az éld és élettelen anyagi objektumoknak, a fraktalok sokkal mélyebben ragadjak meg a természet
strukturai, amelyek csak mindennapi tapasztalataink legmélyén nyilvanulnak meg. A fraktalok nem
csak a természet alakzatainak mélyebb megértését és szimulacios lehetéségét adjak nekunk, de
Ujraélesztik benniink a vilag irant érzett gyermeki csodalatot is.

Jelen tanulmanyunkban megprébaljuk érthetben, de szabatosan megértetni a fraktalok
mibenlétét, majd szamos példan keresztlil bemutatni a jelent6ségiket a természetben és
tudomanyokban. Az érdekl6dés felkeltéséhez és a jobb megértés segitéséhez az [1] linken levé ZIP
fajl letoltése és kicsomagolasa utan kapott fractalworld mappaban megtekintésre, illetve
kiprébalasra ajanlott szamitégépes anyagok, szimulaciok talalhaték. Jelen tanulmanyunk féként
didaktikai céllal készllt és jelentds mértékben tamaszkodik az interneten fellelhetd, mindenki
szamara hozzaférhetd anyagokra.

2. Mi is az a fraktal

Szemléletes példaként tekintsiink egy tengerpartrél készitett képsorozatot, kildnb6zé
(n6vekvd) nagyitasok mellett (1. abra). Egy-egy képet nézve nem tudjuk eldénteni, hogy a teljes
partvonalat, vagy csupan kis részletét latjuk, igy nincs megbizhatd vizualis tampontunk a kép
méretaranyanak becslésére sem. A partvonal un. 6énhasonlé alakzat. Ha valamilyen dnhasonlé
jelenség, vagy anyagi objektum barmely részletét felnagyitjuk, annak csaknem
megkuldénbdztethetetlenll hasonlitania kell az egészre, illetve akarmely mas részletére; ezért ha
valami dnhasonld, akkor méretaranya meghatarozhatatlan.

¥ .':o§. % -,l,' ‘D (,;.: B
1. abra: tengerpart 6nhasonlé tulajdonsaga

Tegyuk fel ezek utan azt az egyszerlinek tiné kérdést, hogy mekkora Anglia partvonalanak a
hossza. Mérjuk meg kulénb6z6 méretl ,mérd-rudakkal” (2. abra). Az alabbi abran négy kulénb6zé
méretl méré-rudat hasznaltunk: r=1 (320 km), r=1/2 (160 km), r=1/4 (80 km) valamint r=1/8 (40 km)
hosszusagut és feltlntettik, hogy hany méré-ruddal tudtuk lefedni a partvonalat, igy rendre 2880
km, 3040 km, 3840 km és 3880 km értéket kaptunk a partvonal hosszara.
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443

r (km) 320 | 160 . 80 40

N 9 19 47 98
L=N*r (km) 2880 3040 3760 3920

2. abra: Anglia partvonal hosszanak mérése

Lathatd, hogy az Angol sziget kerlilete, (partvonalanak hossza), léptékfliggb, a Iépték
finomitasaval a hossz névekszik, s6t a végtelenhez tart! Azt kaptuk tehat, hogy Anglia roppant furcsa
geometriai alakzat: végtelen a kertlete, mik6zben a terilete véges. Térbeli alakzatok esetén analdg
modon az is lehetséges, hogy egy geometriai objektumnak véges a térfogata, de végtelen a fellilete
(17. abra). Nem véletlen, hogy példaul tudénk is fraktalszerkezetl, hiszen az evolucio soran ez a
szerv arra toérekedett, hogy minél nagyobb legyen a felllete, és ezt méretskalakon keresztiliveld,
hasonlo struktura szerint felépllé, majdnem végtelenll riicskds és elagazé felllettel tudta kdnnyen
elérni (5.b abra).

Az ilyen alakzatokat nevezziik fraktaloknak. Jellemzésiikre bevezetjik a Dy fraktaldimenzié
értéket, amely a szokasos dimenziéfogalom kiterjesztése. Az alabbiakban praktikus médon mérési
utasitason keresztll definialjuk a fraktaldimenziét. A d dimenziés geometriai térbe agyazott
fraktalalakzatot Ugy mérjik, hogy d dimenziés, r méretli (Iéptéki) ,kockakkal” fedjik le és
megszamlaljuk a lefedéshez szlikséges ,kockak” N(r) szamat, majd kilénbdzd r 1éptékek mellett
felvessziik az 6sszetartozd 1/r és N(r) értékeket log-log abrazolasban (,box-counting”).

Azt tapasztaljuk, hogy az igy abrazolt pontsorozat jo kdzelitéssel egy egyenesre esik. Ennek az
egyenesnek a meredeksége adja meg a fraktaldimenzié értékét (3. abra). A valdésagos alakzatok
adatai altalaban nem pontosan illeszkednek egyenesre. Ahhoz hogy az adott alakzatot fraktalnak
tekintstk az szilikséges, hogy az InN(r)-In(1/r) figgvény képe legalabb két-harom nagysagrenden
keresztil egyenes legyen.

Fraktaldimenzio InN(r)
o 5 _InN(r)
: T _ “R\[)”Inéﬂunst ' hll
, | EEN Ny
| 10 ln%

3. abra: fraktaldimenzié mérése (box-counting médszer)

A fenti dimenzid-definiciéval a ,hagyomanyos” geometriai alakzatokra (vonalak, sikidomok,
testek) a jol ismert (rendre 1, 2 és 3) értékeket kapjuk, tehat a fraktal dimenzié a szokasos alakzatok
vildagaban megfelel a ,klasszikus” dimenzi6 fogalomnak. Az Anglia és Norvégia partvonalan végzett
méréssorozatbol azonban tort érték 1,25 (4. abra), illetvel,52 adodik.
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4. abra: Anglia tengerpartjanak fraktaldimenzioja

A fentiek alapjan mar megfogalmazhatjuk, hogy a fraktalok:

e végteleniil komplex, bonyolult geometriai alakzatok,

o amelyek egzakt, vagy kézelitd (statisztikus) moédon énhasonléak tébb nagysagrendi
skalan (mérettartomanyon) keresztiil,

o valamely jellemzéjiiket (pl. feliilet, térfogat, vagy tbmeg) a skala (méret) fliggvényében
log-log léptékben abrazolva egyenest kapunk, amely meredeksége a (jellemzben
tértszam értéki) fraktaldimenzio.

Fraktalok vesznek kérbe minket mindenhol, kivaltképp a természetben. Fraktalalakzatok
egyebek kozt a hegyek, fak, ndévények, villamok, levelek, fiordok, hépelyhek és felh6k. Ezek a
természetben el6forduld fraktalok gydnyorkddtetik a szemilnket, és izgalmasabbnak,
érdekesebbnek és szebbnek talaljuk dket, mint az egyszer( és rideg szabalyos geometriai formakat.

Ajanljuk az [1] letdltheté anyagok koézott talalhatd fractal _in_nature.mp4 vided megtekintését.

s
5.a abra: fraktalok a természetben (hegyek, fak, levelek, villamok, folydk, hopelyhek, felh6k)
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5.b abra: fraktalok a természetben (névények, csigak, kagylok, kristalyok, tidé és sziv érhalbézatai)

A Hold felszine az ismert legjobb fraktal (12 nagysagrendi skalan keresztil), a
fraktaldimenzidja Do = 2,2 (lasd [1] letdltheté anyagokban a moon.mp4 videot).

Mivel a fraktalok a vilagunk fundamentalis struktirai, ezért nagyon egyszerien, hétkbznapi
maddon is allithatunk eld fraktalokat.

2.1 Készitslink fraktalokat

A kovetkez6kben igen egyszeriien kivitelezhetd médon készitlink fraktal papirgalacsinokat és
egyszersmind szemléltetjik a fraktaldimenzié (box-counting) mérési metédusat. Vegylnk két
k6zdnséges A4-es papirlapot és az egyikbdl a 6. abran lathaté modon felezéssel készitslink egyre
kisebb darabokat! A papirlap-sorozat legkisebbijét jeldljik 1-es szammal, a legnagyobbat (A4-es
méretiit) pedig 7-essel. A sorozat tagjai igy a legkisebb papirlap tomegét egységnyinek tekintve
rendre 1, 2, 4, 8, 16, 32 és 64 tdmeglek (papirlapok esetén a tdmeg a felllettel, azaz a linearis
méret négyzetével aranyos). Erételies (de nem tulzott) nyomkodassal, sodrassal, gorgetéssel
gylrjunk minden lapot goly6é formajura, majd tolomérével mérjik meg az atmérdjuket (mindegyik
golyét tobb mérés atlagaval)!

A mérési adatokat rendezzuk tablazatba a kdvetkez6 modon. A tablazat 1. oszlopaban az
egyes galacsinok (papirlapok) tdmegét tlintessiik fel a legkisebb (1.) papirlap tomegét egységnyinek
tekintve, a 2. oszlopba pedig ezen értékek logaritmusa keriljon. A 3. oszlopba irjuk be a
papirgalacsinok meért atmerdjét, a 4. oszlopba az atméréket a legkisebb golyd atmérdjéhez
viszonyitva, végll az 5. oszlopba ezen értékek logaritmusat (példaul az altalunk kapott adatsor az
[1] letdlthetd anyagok kozott talalhatod fractdim_table.xlsx Excel tablazatban). A fraktaldimenzié
meghatarozasahoz a linearis méretet és a tomeget kell log-log skalan megjeleniteni, tehat az elébbi
tablazat 2. és 5. oszlopaban levd értékparok szikségesek. A kapott értékpar adatsorra pl. a
legkisebb négyzetek modszerével illeszthetink egyenest (az [1] letbltheté anyagok kdzott talalhatod
Ism.xlsx Excel tablazattal ez konnyen végrehajthatd). A képen lathatd példaban a meredekség (az
X egyutthatdja), azaz a fraktal-dimenzié kb. Do = 2,53 értéknek adddott, ami j6 egyezésben van az
un. énelkertilé bolyongasi alakzatokat (értjuk ugye, hogy az elnevezés nmagaért beszél, és jol illik
a papirgalacsinokra és a fonalgombolyagra!) matematikailag leir6 Flory-elméletbdl kaphatd 2,5
értékkel.
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o U =
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| m/m1 |In(m/m1)| D(mm) | D/D1 |In(D/D1)

1 0 T4 i 0
6 2 0,69 9.6 137 0,32
4 1,39 12,5 1,79 0,58
8 2,08 16 2,29 0,83
7 16 277 20 [ 286 1,05
4 32 3,47 27 3,86 1,35
5 > 64 416 37 5,29 1,67

FRAKTALDIMENZIO

y=2,5277x

e

6. abra: fraktél papirgalacsinok készitése és a fraktaldimenzio mérése

Fraktalt azonban egyszer(ibben is készithetlink. A haziasszonyok a tésztagyuras soran Ujra
€s Ujra 6sszehajtiak, majd nyujtiak a tésztat, hiszen a legjobb keveredési eljarast a nyujtas-
Osszehajtas ismétlédd rekurziv algoritmusa adja, amely tipikus fraktaljelleget eredményez.
Hasonldan latvanyos mintazatokat szl kiilénb6zd szinl gyurma rudak hajtogatasa és nyujtogatasa

(7. abra).

7. abra: fraktalgeneralas nyujtas-hajtas algoritmussal (tésztagyuras és gyurmazas)

Mindenkinek éromére szolgal a szép fraktalszerkezetek sajat kez(i kialakitasa akar egyszeri
festékkeveréssel, akar pl. az un. marvanyozasi (lasd az [1] letolthetd anyagok kozott talalhatéd

marble.mp4 videoét) technikaval (8. abra)

~ 4
_ i -

8. abra: fraktalok festékkeveréssel, illetve marvanyozasi technikaval

-~
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tukrozik vissza a tudatunkban, nem csoda hat, hogy igen gyorsan beépiltek a miivészetekbe is,
megszuletett a képz&miivészet egy Ujszerl eszkdzodkkel dolgozé aga.
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9. abra: Jackson Pollock festményeinek énhasonlo fraktal jellege nagyitas-sorozattal

A 9. abra Jackson Pollock (a 20. szazad talan legjelentésebb amerikai fest6jének) sajatos
technikaval készilt képeinek dnhasonldsagi fraktal tulajdonsagat szemlélteti (az 5. fejezetben még
visszatérink ide néhany gondolat erejéig).

10. abra: fraktalmandala, illetve fellileti égetéses technika

A digitalis mlvészet szamitdégépes programok segitségével visz el benninket a fraktalok
szépségesen izgalmas vilagaba (lasd pl. a 10. &bra bal paneljén Szlavics Alexa egyik
fraktalmandalajat). Ma mar szamos program létezik, amelyekkel tdbb-kevesebb id6raforditassal
barki gyonyori egyedi fraktalokat generdlhat a szamitdogépén, példaként lasd az [1] letdlthetd
anyagok kozott talalhatd Apophysis_3d_fractals.mp4 videdn szemléltetett ingyenes Apophysis
programot.
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Pollock csurgatasos technikaja mellett izgalmas manualis fraktalalkotasi lehetéséget jelent a
nagyfesziltségl fellleti égetési technika (10. abra jobb panel). Ajanljuk az [1] letdltheté anyagok
kozott talalhato fractal_digital_art.mp4, illetve fractal_burning_art.mp4 videok megtekintését.

A popularis figyelem igazi mércéje, hogy a fraktalok a divatszakmaba is betortek [2].

3. Determinisztikus fraktalok

Az Onhasonlésagi tulajdonsagbdl kévetkezdéden a fraktalok eldallitasanak legegyszeribb
moédjat a rekurziv algoritmusok kinaljak, mivel ekkor egyértelmli szabalyok szerint torténik a
generalas, ezért az igy kapott alakzatokat determinisztikus fraktaloknak nevezzuk.

Els6é példaként tekintsik az un. Koch-gérbe fraktal rekurziv algoritmusat (11. abra). Vesziunk
egy szabalyos (egyenld oldalu) haromszéget, minden oldalat megharmadoljuk, és a kdzépsd
harmad-szakaszra Ujabb szabalyos haromszbégeket rajzolunk. Majd az igy keletkezett
haromszogoldalakra Ujra feltesszuk ezt a ,kindvést”, és ezt a miveletet a végtelenségig folytatjuk. A
go6rbe (barmennyire is egyenes vonalakbdl all) egyre jobban egy hopehelyhez fog hasonlitani (ezért
hopehely-gorbének is szokas nevezni.)

11. dbra: a Koch-gbrbe (hdpehely) generalasi lépései és egy valodi hopehely

Lathato, hogy a Koch-gorbe generalasanak minden Iépésében 4/3-szorosara nd a kertlet, igy
a kerllet végtelenhez tart, mikdzben a teriilet véges marad, tehat fraktalt kapunk. A fraktaldimenzio
meghatarozasahoz hasznaljuk a boksz-counting moédszert. Az r Iépték (elemméret) minden
Iépésben harmadara csdkken, tehat az n-edik lépés utan r = (1/3)", mig a lefedésekhez sziikséges
elemek N szdma minden lépésben négyszeresére né, tehat az n-edik 1épés utan N(r) = 4". igy a
fraktaldimenzio:

INN(r n :

_ ():In4 :nln4:l,262
1 In3" n-In3
r

Masodik nevezetes példaként a 12. abra az un. Sierpinski-haromszdg generalasanak lépéseit
(valamint egy hasonl6é mintazatu kagylohéj képét) mutatja.

Biztatjuk a Kedves Olvasoét, hogy gyakorlasként az abra alapjan fogalmazza meg szavakban
a Sierpinski-haromszdg generalasanak rekurziv algoritmusat, majd az algoritmusra tamaszkodva a
box-counting médszerrel mutassa meg, hogy a fraktaldimenzié 1,585!

D,

In
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12. abra: a Sierpinski-haromsz6g generalasa és egy hasonlé mintazatu kagylé

Az un. Cantor-halmaz fraktal rekurziv generalasi algoritmusa: az adott lépés kezdetén levd
szakasz(ok) két szélsé r-ed (r < 1/2) résznyi (aranyu) darabjat meghagyjuk (ez az arany kilénbézhet
is a jobb- és baloldalon), és a kdztuk megmaradd darabot eltavolitjuk (13. abra).)

13. abra: Cantor-halmaz generalasanak els6é négy lépése r = 2/5 értéknél

A fenti definicié alapjan kénnyen belathatd, hogy a Cantor-halmaz fraktaldimenzioja:

D, = In2

@

azaz példaul a 13. abran lathaté esetben Do = 0,756.
A fraktalok el6allitasanak fontos moddszere a halmazok ,0sszevetitése”, azaz direkt

(Descartes-féle) szorzata. Ne ijedjink meg ett6l a kacifantosan hangzé matematikai kifejezéstol
mert, most szemléletesen megjelenitheté konstrukciot jelent. Nézzik példaul a 14. abrat, amelyen
az un. Cantor-szalas fraktal generalasanak elsé négy Iépése lathatd. Vizszintes iranyban az el6bb
megismert Cantor-halmaz rekurzié torténik, a ra merdleges iranyban (fiiggélegesen) azonban
egyszerlen folytonos a kitdltés, igy vonalas (szalas) szerkezet jon létre.

14. abra: a Cantor-szalas fraktal generalasa direkt szorzat konstrukciéval
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Direkt szorzatnal a kapott alakzat D, dimenziojat a két kiindulasi alakzat (DS és D{?)
dimenzidjanak ésszege adja:
— W (2)
D, =Dy" + D, _
A 14. abran lathaté konstrukcié esetén, ha vizszintesen az r = 2/5 paraméterértéki Cantor-
halmaz algoritmust alkalmazzuk, amelynek dimenzidja, mint lattuk 0,756, mig fliggblegesen a
vonalak folytonosak maradnak, igy dimenziéjuk nyilvanvaléanl, akkor a kapott Cantor-szalas

alakzat fraktaldimenziéja Do = 1,756.
A két Cantor-halmaz direkt szorzataval konstrualt geometriai alakzatot Cantor-felhének

nevezzuk (15. abra).
H N.. ..:
N mEE

15. abra: két Cantor-halmaz “6sszevetitésével” (direct szorzataval) konstrualt Cantor-felhé

u
mn

A 15, dbran vizszintesen és fuggdlegesen is r = 1/3 paraméterérték(i Cantor-szalas algoritmust
hasznalunk, vajon mennyi a kapott Cantor-felhd fraktaldimenziéja?

Mint lattuk a d dimenziés térbe agyazott fraktalalakzatot ugy mériink, hogy d dimenzids, r
méretl ,kockakkal” fedjik le, igy a fraktal térfogata:

V(r)=N(r)rgr>.rf=r""
Az eddig targyalt ,k6zOnséges”, vagy ,sovany” fraktalok esetén Do <d, igy a térfogatuk az

I — 0 hataresetben eltiinik (nem térkitdlték, nullmértékii halmazok). Vannak azonban olyan

alakzatok, amelyekre Do =d, igy véges V térfogatuak, mégis erésen tagoltak és 6nhasonléak,

tehat fraktal jellegliek: kévér fraktalok. Példaul kbvér Cantor-halmazt kapunk ha eqy szakaszbdl az
n-edik lépésben a kdzépsd r" nagysagu darabot vesszik ki (16. abra).

16. abra: a kbvér Cantor-halmaz

Utolso példaként az un. Menger-szivacs eléallitasat targyaljuk. A szivacs a kovetkezd rekurziv
algoritmus szerint torténik keletkezik (17. abra bal panel): kiindulunk egy kockabdl, azt 3x3x3 részre
osztjuk, és eltavolitjuk a kozéps6 hét (1) kis kockakbdl allé kereszt-alakzatot, aztan minden tovabbi
lépésben felosztjuk a maradék kockakat, és kivesszik mindegyiknek a kozepét. Ha ezt az
algoritmust a végtelenségig folytatjuk, belathatd, hogy a maradék térfogata zérushoz tart, hiszen a
kockaknak 7/27 részét azaz korulbelll a 26 szazalékat minden lépésben ujra eltavolitjuk.,. Példaul
10 lépés utan mar csak (20/27)*0 része marad az eredeti kockanak, ami nagyjabdl 5 szazalékot
tesz ki. Ezzel szemben az alakzat felllete minden Iépésben ndvekszik, tehat a végtelenhez tart.
Ezen a modon példaul olyan éplletek konstrualhatok, amelyeknek kicsi a tdmege, de nagy a felllete.
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17. abra: a Menger-szivacs rekurziv konstrukcioja és a Simmons Hall in MIT Cambridge

A rekurziv algoritmusokkal eléallithaté szabalyos fraktalok megadasanak és szamitdogépes
generalasanak igen praktikus és elterjedten hasznalt mddja az un. L-system leironyelv metédus. Az
A. Lindenmayer Aaltal kidolgozott mddszer segitségével kénnyen leirhatjuk egy tekndcgrafika
Iépéseit. Szimbdlumai a toll mozgasiranyanak, és Iépései hosszanak informaciéit hordozzak. Az [1]
letblthetd anyagok kdzott talalhaté I-system.swf Flash program (futtatasahoz telepitett Adobe Flash
Player szikséges) pompas lehetbséget nyujt szamos ismert és latvanyos fraktalalakzat

generalasahoz, illetve sajat fraktalalakzatok eléallitasahoz (18. abra), az L-system nyelv
megértéséhez pedig az I-system.pdf elolvasasat ajanljuk.

LoysEm LENER Choose the pattern:
Production Rules Pattern: ‘ Herb 2 E|
Fractal Patterns )
Axiom: \ -------- C ‘
Build a Fractal
Rule 1: [ C |—> [[~-CIN[++CIN+C
About This Site
| [Vl [N]—>[NNF
Rule 3: l:l —)\
Rued: [ |—]
Rule 5: l:l —>‘

Angle increment (in degrees) p: 360/ 32

Geometric Fractals Fractal Patterns

Choose the line color and thickness:

Color: [N NI N .
Thickness: ﬂ
Initial point: x \% Initial angle(in degrees) ow: El

Segment length (in pixels): |230
= itcatweb@mail.ru

18. abra: Egy fraktalnévény és L-system general6 képernyémasolata

4. Sztochasztikus fraktalok

A fraktalokat létrehozd eljarasok masik fontos csoportjat alkotjak a véletlen iteracios
algoritmusok, amelyekkel un. sztochasztikus fraktalok jonnek létre. Ezen algoritmusokba valamilyen
maddon véletlenszerli mozzanatot helyeziink be: vagy a kezdeti feltételt generaljuk véletlenszerien,
vagy adott paraméter(ek) értékét valasztjuk (valtoztatjuk) véletlenszerlen, vagy bizonyos lépésekbe
véletlenszeri elagazasokat illesztink. Nézzunk mindharom lehetéségre példat.

Az un. perkolaciés modellekben egy (két, vagy harom dimenzids) racson minden cellaelem
kétallapotu, ezen kivil minden cellaelem rendelkezik egy eredend6en meglévd tulajdonsaggal is.
Példaul a talajok vizateresztési perkolaciés modelljeiben a cellaelemek adott meéreti
talajszegmensek, amelyeknek két lehetséges éllapota ,nedves”, vagy ,szaraz. Az eredendd
tulajdonsag pedig, az hogy az adott szegmens ,porézus” (,vezetd”), vagy ,nem-porozus”
(-szigeteld”). A cellaelemek eredendé tulajdonsaganak értékét véletlenszerlien generaljuk: minden
cellaelem p val6szinliséggel az egyik tulajdonsag értéket, (1-p) valészinlséggel a masik értéket
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kapja. Ezutan tetszéleges kezd&allapotot adunk meg: pl. a legfelsd talajszegmensek soranak
minden elemét ,nedves”-re allitjuk, az 0sszes tobbi elemet ,szaraz’-ra. Az algoritmus minden
id6lépésében a kovetkezdk torténnek: ha a ,szaraz” allapotu ,porozus” tulajdonsagu cellanak
legalabb egy ,nedves” szomszédja van, akkor ,nedvessé” valik, a ,nem-porézus” cellak ,szarazak”
maradnak. A 19. abran egy futtatas elsé harom idélépése lathaté (10*10-es mezé, p = 0,7),
vilagoskék szinliek a ,porozus”, fehérek a ,nem-pordzus” elemek és sodtétkékek a ,nedves” cellak
(ami nem sotétkék az ,szaraz)”.

19. abra: egy perkolacios fraktal generalasénak elsé harom idélépése

A perkolaciés modellek alapjan érthetjik meg példaul a kavéfézék miikddését (ez esetben a
forrd vizg6z ,szivarog at” a kavéérleményen alulrdl felfelé, kézben kioldva a kavé zamatanyagat,
majd a szlrén athaladva a felsé tartalyban lecsapddik).

20. abra: a kavéf6z6 miikbdése a perkolaciés modell alapjan

Mint fentebb lattuk két Cantor-halmaz &sszevetitésével (direkt szorzataval) Cantor-felhét
hozhatunk létre. A kapott fraktalalakzatok osztalyat szélesithetjik ugy, hogy mindkét iranyban a
meghagyandd jobb- és baloldali szakaszok r aranyat kilonb6zé értékiinek €s minden Iépésben adott
intervallumbdl véletlenszerlien valasztjuk.

! [ Lt : L
T W Rl N . 1
! : [T
.

ol

21. abra: sztochasztikus Cantor-felhd fraktalok generalasa
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A 21. dbran harom kuldnbdz6 futtatas 1. és 10. 1épése utani alakzatokat lathatjuk. llyen tipusu
fraktalokat is hasznalnak pl. képek titkositasi eljarasaiban.

A 3. fejezet végén emlitett teknéc-grafikat konnyen sztochasztikussa tehetjik: a toll mozgasat
bizonyos el6re meghatarozott szabalyok iranyitjak; minden alkalommal ezek kdzlil a szabalyok kdzl
valasztunk ki véletlenszerlien egyet (minden szabalyhoz meghatarozott kivalasztasi valoszinliség
tartozik), és az adott Iépésben a kivalasztott szabaly iranyitja a tollat.

4.1 Kaosz jatékok
Tekintslk példaként az alabbi véletlen rekurziv algoritmussal megvaldsitott Un. kdosz-jatékot:
e Valassz véletlenszeriien egy pontot a (szabalyos) ABC haromszdg belsejében.
e (*) Dobj a kockaval.
e Az aktualis pontot kdsd 0ssze
o az A csuccsal, ha 1 vagy 2 j6tt ki a kockan,
o aB csuccsal, ha 3 vagy 4 jott ki a kockan,
o a C csuccsal, ha 5 vagy 6 jott ki a kockan,
e az Uj aktualis pont az 6sszekdtd szakasz felez6pontja lesz,
e ugorj (*)-ra.
(Megjegyzés: nem szilkséges, hogy a haromszdg szabalyos legyen.)
Az algoritmus (Java script) szamitégépes megvaldsitasa az [1] letdltheté anyagok
chaos_game mappajaban talalhato, feltétlen ajanljuk a kiprobalasat (az index.html fajllal indithato).

Szinkerék sebesséqg: m Kovetkezd 10 Kovetkezd 100 Kdvetkezd 1000
Reset Haromszég Reset Négyzet Reset Hatszog

22. abra: a kdosz-jaték szamitoégépes megvaldsitasanak képernyémasolata

A jatéktér kezddallapotaban szabalyos haromszdg csucsain elhelyezkedd szines (piros, kék
és z0ld) vezérlépontokat lathatunk, egy (a haromszdg kdzéppontjaban levd) fekete szinl (kezdd)
aktualis pontot (amely lehetne barhol masutt is a haromszog belsejében), tovabba valamint egy
szines forgdkereket mutatomarkerrel (22. abra) latunk. A szines forgokerékre kattintva
megforgathatjuk azt, a mutaté altal kijelolt szin lesz a véletlenszeriien valasztott vezérl6 szin, az U
aktualis pont az el6z6 aktudlis (a kezdéskor tehat fekete) pont és a valasztott szinli vezérlépont
szakaszfelezd pontja lesz, amely a valasztott szinben jelenik meg és a jaték soran ez a mivelet
ismétlédik.

A jatéktér alatti gombokkal valaszthatjuk a (sorsolasi) miivelet sebességét (lassu, vagy gyors),
az egy lépésben lezajlé6 miveletek (és megjelenitett pontok) szamat (10, 100, vagy 1000), valamint
a kezd6 vezérlbpontokat kijeldls alakzatot (haromszdg, négyzet, vagy hatszdg).
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A jaték soran mindig azt a figyelemre mélté érdekes dolgot tapasztaljuk (23. abra), hogy a jol
ismert Sierpinski fraktalra (12. abra) hasonlité ponthalmaz alakul ki, amelyet determinisztikus
algoritmussal eléallitott alakzatként ismerlnk, mig ez a jaték véletlenszerl (sztochasztikus)
algoritmust valosit meg. Szabatosabban fogalmazva tetszbleges jatékmenet sordan a kapott
pontsorozatot 1 valoszinliséggel tartalmazza a Sierpinski-fraktal, vagy kaoszelméleti
megfogalmazasban az aktualis pont mozgasat és szinét megado trajektéria (nyomvonal) attraktora
maga a Sierpinski-fraktal.

23. abra: a kdosz-jaték soran kialakulé ponthalmaz-alakzat

Meg tudnank magyarazni, hogy miért jelenik meg a jaték soran a Sierpinski fraktal alakzatba
es6 ponthalmaz?

Még izgalmasabb felfedezéseket tehetlink, ha kissé varialjuk a fenti jatékot! Ehhez ajanljuk az
[1] letblthetd anyagokban talalhaté chaos _game.ggb szimulaciot, amely a kaosz-jaték altalanositott
valtozatat valdsitja meg GeoGebra programozasi kérnyezetben, tehat a futtatashoz telepiteni kell az
ingyenesen (pl. a [3] oldalon a GeoGebra Classic 5, vagy 6) letolthetd GEOGEBRA programot. Ez
a megvalodsitas két fontos varialasi lehetéséget ad nekilink. Egyfeldl valtoztathatjuk az alapalakzatot:
a fels® csuszkaval 3 és 6 kozott adhatjuk meg a (vezérl§) csucspontok szamat, s6t az
egérkurzorunkkal tetsz8leges helyre ,vonszolhatjuk” a csucspontokat, tehat az alakot is
megszabhatjuk. Masfelél az alsé csuszkaval megadhatjuk, hogy az aktualis pont és az adott
Iépésben valasztott csucspont altal meghatarozott szakasz mely pontja legyen az uj aktualis pont (a
csucsponttol mért aranyt). Ez a két varialasi lehet8ség igazi szamitdgépes kisérletezés lehetéségét
(és 6romét) adja a kezlinkbe, e targyalas kereteit messze meghaladja, hogy részletesen targyaljuk,
de igazan izgalmas felfedezéseket nyujt! Példaul hogy négyszdg vezérlé alapalakzat esetén 0,5,
vagy nagyobb aranytényezd mellett a ponthalmaz a teljes teriletet kitélti, de 0,5-nél kisebb arany
esetén a korabban megismert Cantor-felhd fraktal jelenik meg. Akit részletesebben is érdekelne ez
a téma, ajanljuk az [4] linken talalhaté weboldalt, illetve az [1] letdltheté anyagok kozott talalhatéd
chaos_game_in_square.mp4 videét. Erdekes tudomanyos alkalmazas az Un. Kéosz Jaték
Reprezentacio (CGR), amelyrdl az 5. fejezetben irunk réviden.

Kis kitéréként felvetjik, hogy az elébb targyalt kdosz-jaték alapjan egy érdekes logikai jatékot
konstrualhatunk (24. abra). A jaték alapmezéje valamilyen felbontasu szurke Sierpinski-haromszog.
A kezdbéallapotban egy sarga szinl haromszdget és a jobb-alsé sarokban egy kis fekete pontot
latunk. .A feladat az, hogy a fekete pontot a sarga haromszdg belsejébe (hangsulyozottan a
belsejébe, a keruleti pontok nem tartoznak a célterllethez) mozgassuk a kdvetkezd szabalyok
szerint. A fekete pont az dbra harom csucsan talalhato piros, kék és zold kor felé mozgathatd, egy
lépésben pillanatnyi helyzetébdl a kivalasztott szinl csucs iranyaba mozdul az 6ket 6sszekotd
szakasz felez6pontjaba (tehat a kaosz-jatékban megismert médon). Térekvésunk, hogy a lehetd
legkevesebb (az optimalis stratégia megtalalasaval a minimalis) |épéssel érjink a célmezdbe.
Természetesen a sarga célharomszog valtoztathatd és az alap Sierpinski-haromszdg felbontasa is
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(a felbontas novelésével a célharomszdg egyre kisebb, a feladat egyre nehezebb). A jatékhoz
ajanljuk az [1] letolthetdé anyagok kozott talalhatd chaos_game_table.doc dokumentumban levd
kilonboz6 felbontasu Sierpinski jatékmez6k kinyomtatasat A4 meéretben. A tablazaton jeldljuk
megceruzaval (X-el) a mozgatni kivant pontot, valasszuk ki a célmez6t, majd a Iépések soran
vonalzoval keressik meg a megfeleld szakaszfelez6 pontokat, és kdvessuk a kezdépont mozgasat.
(a kozeljovbben tervezzik a kaosz-logikai jaték szamitogépes, illetve mobil-applikacios
megvalositasat). On célba tudja juttatni a fekete pontot? Példaul a 24. abran lathato felbontas esetén
a minimalis lépésszam 5, Onnek hany lépésben sikeriil? Ki tud dolgozni mindig hasznalhaté
optimalis stratégiat?

® ®
24. abra: a kdosz-logikai jaték

4.2 Tajlépek generalasa

A véletlen iteracios algoritmusok alkalmazasanak szép példaja a valdésaghl tajképek
generalasa (mozifilmek, szamitdégépes jatékok szamara). A fraktal tajkép olyan felilet, melyet
sztochasztikus algoritmus general, amit arra terveztek, hogy eredménye fraktalszer( viselkedést
mutasson, ezzel természetes domborzat latszatat keltve. Vagyis a mivelet végén nem elére
meghatarozott fraktal-felszint kapunk, sokkal inkabb véletlenszer(, fraktal tulajdonsagokkal
rendelkezd alakzatot. A legelterjedtebben hasznalt un. gyémant-négyzet algoritmus Iépéseit
szemlélhetjik a 25. abran.

>
o e
>

Initialize corners — Diamond —>»  Square —»  Diamonds —> Squares
(a) (b) (©) (d) (e)

25. dbra: a gyémant-négyzet algoritmus néhany lépése
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A 26.. abra a szamitogepes fraktal tajkép generalasat illusztralja.

26. abra: a sztochasztikus fraktal tajkép generalasanak elsé lépései és végeredménye

E fejezetben tehat azt mutattuk be, hogy a sztochasztikus fraktalok még mélyebben és
altalanosabban ragadjak meg az anyagi vilag geometrigjat.

5. Fraktalok a tudomanyban

A fraktalok felfedezése oOta egyre tobb terileten kezdték alkalmazni 6ket, mint példaul:
szivritmus jellemzése, egyensuly vizsgalata, rakkutatas, t6zsdei folyamatok meteoroldgia,
szamitogépes grafika, digitalis képfeldolgozas. Tanulmanyunk utolso fejezetében néhany érdekes
példat villantunk fel a fraktalok jelentéségére a tudomanyok és technika vilagabal.

Richard Taylor matematikus tudomanyos eszkdzokkel elemezte Jackson Pollock
festményeinek fraktaljellemzéit [5]. Olyan érdekességek is kiderlltek példaul Pollock festményeivel
kapcsolatban, hogy fraktaldimenziojuk, tehat szabalytalansaguk a miivész O&regedésével
parhozamban egyre nétt, mintha csak a mivész képes lett volna fraktalalkotasi képességeit
fejleszteni. A (koran elhunyt) neves miivész 6zvegye altal létrehozott Pollock-Krasner Alapitvany
atadott Taylorkutatdcsoportjanak hat festményt, hogy eddigi eredményeik alapjan vizsgaljak meg a
képek eredetiségét. A matematikai elemzés azt mutatta, hogy a képek minden bizonnyal csak
utanzatok, hamisitvanyok, elenyészéen csekély a valdszinlsége, hogy Pollock festette volna 6ket..

Az el6z6 fejezetben kiemelten targyalt kdosz jatékon alapul egy igen izgalmas és hatékonynak
bizonyult 0j tudomanyos megkdzelités az un. Kaosz Jaték Reprezentaci6 (Chaos Game
Representation), amelyet itt a DNS szerkezet példajan szemléltetiink (27. abra). Az él6 anyag
felépitésére vonatkozé informacié a DNS-ben talalhaté, annak bazissorrendjében, szekvenciajaban,
azaz a négyféle bazis (Adenin, Guanin, Citozin és Timin) sorrendje hordozza az informaciét. Jelen
esetben tehat a kiindulasi ,vezérld” alakzat egy négyzet, amelyek csucsain A, G, C és T betilk ( a
bazisok) vannak, egyebekben a megismert algoritmust hasznaljuk.
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27. abra: fehérjék aminésav szerkezetének kdosz-jaték reprezentacioja (CGR)
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A részletes targyalas messze meghaladja e tanulmany kereteit, az érdekl6déknek javasoljuk
az [6] linken talalhato leirast, itt csak megemlitjuk, hogy mire hasznalhato:
e fajok jellemzése és osztalyozasa,
e organizmusok azonositasa, 6sszehasonlitasa,
e génszekvenciak megjelenitése, analizise,
e génszekvenciak jellegzetes részleteinek (pl. intron, exon, promoter, atirasi faktor)
lokalizalasa,
o fehérjék analizise, azonositasa.

Az orvos-bioldgia teriletén is szamos példat taldlunk kaotikus folyamatokra, sét az ilyen
folyamatok a fundamentalisak. Gyakorta éppen az a probléma, hogy ez a kaotikus viselkedés
megszlnik, ekkor gydgyitas feladata a kaosz visszaallitdsa. Példaul az epilepszia esetén az agy
,hormalis”, kaotikus miikddésére vald visszazdkkentése szikséges. Testlink egyébként zsufolasig
toltve van fraktalokkal. Az él§ szervezetekben az evolucid kényszere mentén energia-és
helytakarékos megoldasok szilettek. A legjellemzdbb a hatékony ,térkitdIté” fraktalok jelenléte, mint
mar fentebb lattuk egy atlagos emberi tidb felszine csaknem teniszpalya nagysagu, mégis elfér a
mellkasunkban.

A fraktalok végtelenll bonyolult, komplex alakzatok, amelyek azonban sokszor roppant
egyszerl szabalyokkal leirhatok. Ez a kettésség lehetéséget ad informacidhalmazok, példaul képek
tomaritéseére, illetve titkositdsara, amely a fraktalok és kdoszelmélet egyik legfontosabb alkalmazasi
terllete, az [1] letdltheté anyagok kdzoétt talalhatd fractal _encrypt.mp4 vided kis betekintést ad az
eljaras lényegébe.

Erdekességként megemlitjiik még az Univerzum nagyléptékii szerkezetének legujabb kutatasi
eredményeit, miszerint a galaxis-halmazok eloszlasa szintén fraktaljelleget mutat

28. abra: az Univerzum nagyléptékii szerkezetének fraktaljellege

Végqlul tekintsiik a kaoszelméletet, mint a fraktalok legfontosabb, legjelentésebb megjelenési korét
(és e tanulmany irdinak egyik kutatasi tertiletét). A kaoszelmélet a 20. szazad masodik felének egyik
legnagyobb jelentéségli eredménye. Az egyszeri (kis szabadsagi foku), egyértelmi
(determinisztikus) térvényszeriiségekkel (azaz néhany nemlinearis dinamikai egyenlettel) leirhato
rendszerek kaotikus mozgasanak legalapvetobb vonasai

e szabalytalan (nem-periodikus, bonyolult) viselkedés,

e a kiindulasi allapot hibajanak rohamos ndvekedése, a kezdeti feltételekre valé extrém
érzékenység kovetkeztében a gyakorlatban a rendszer viselkedése hosszu
id6tartamra el6rejelezhetetlen (igy csak valdszinliségi leiras adhato),

e az iddbeli valtozast teljesen megado fazistérben a hosszu tavu viselkedést specialis
geometriai struktura, rend jellemezi (pl. a fazistérbeli attraktorok fraktalgeometriat
mutatnak).

Jelen dolgozat targya miatt az utolsé aspektus lIényeges. A fizika a legkilonfélébb rendszerek
jellemzbinek id6beli valtozasat vizsgalja, amely valtozasok leirdasanak kényelmes eszkbze az un.
fazistér. A fazistér a dinamikai rendszer egy idépillanatbeli allapotanak egyértelmii megadasahoz
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szlkseges (minimalis szamu) X:{Xl,xz,...,xn} valtozo altal kifeszitett n dimenzios absztrakt tér.. A

rendszer allapotat barmely pillanatban a fazistér egy pontja reprezentalja, a rendszer idéfejlédése
soran a fazispont altal bejart gorbe a trajektoria. A fazistér konstrukcidjat szemlélteti az [1] letolthetd
anyagok kozoétt talalhatd phase_space.html fajl futtatasa. A fazistér vonzo halmazat, amely felé a
trajektoriak hosszu idétaviatban kézelednek attraktornak nevezzik, a kaotikus rendszerek attraktora
fraktal jellegl. A rendszer tipusok és kaosz jellegekhez tartozé kilénb6zd fraktal-geometriat a 29.
abra szemlélteti.
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29. abra: kaosz és fraktal-geometriak

Példaként a 30. abran a surlédasos gerjesztett nemlinearis rezgés (un. Duffing-oszcillator)
kaotikus attraktoranak Cantor-szalas 6nhasonlo fraktal geometriajat szemlélhetjlik a szogkitérés —
szOgsebesseég fazissik sorozatos zoom-olasaval..
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30. abra: a Duffing-oszcillator kaotikus attraktoranak Cantor-szalas fraktal geometriaja
(6nhasonlosag)

Az egyik legérdekesebb kaotikus viselkedést mutatd (kereskedelemben is kaphato) egyszeri
eszkdz az un. magneses inga; A magneses testbdél készitett fonalinga ala a tartélapon kis (kilonb6zé
szinll) magneses korongokat helyezink el, melyek vonzzak (mas tipusnal taszitjak) az inga végén
levé testet. A kitéritett helyzetbdl inditott inga un. tranziens kaoszt mutat, azaz véges id6tartamig
kaotikusan mozog, de végul a surlédas miatt valamelyik kis magneskorong felett megall. Az ingat
kulénbdz6 kezddpontokbdl inditva az inditasi pontot azzal a szinnel megjeldlve, amely szini
magneskorong felett végul megall, feltérképezhetjik a vonzasi tartomanyt. Az igy kapott térkép
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fraktalgeometrigju, javasoljuk az [1] letOlthetd anyagok kozott talalhatd magnet_pendulum.mp4
videbd megtekintését.

31. abra: a magneses inga és a fraktal geometriaju vonzasi tartomany térképe

A kaosz és a fraktal-geometria kapcsolata a teremtés egyik legmélyebb titkara derit fényt, igy talan
az Olvaso is raérez a bevezetés elején levd Einstein idézet (izenetére.
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