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Osszefoglaléds

A kaoszelmélet napjainkban a fizika egyik legdinamikusabban
fejl6dd, legintenzivebben kutatott teriilete, amely egyre inkabb
beéplil a fizika oktatasaba is. Jelen cikkiinkben egy ujszer(i
metédust kinalunk a kaotikus rendszerek leirasaban kbézponti
szerepet betblté un. kiilbnos attraktorok 3D-s szemléltetéséhez.
A kiilbnbs attraktorok szamitoégépek képernydjén abrazolt 2-
dimenzios vetitései hasznosak, am a 3D-s megjelenitések igazi
élményt jelentenek a vizualis emberi elme szamara és kivaloéan
alkalmasak a didkok érdeklédésének felkeltésére. Az altalunk
készitett és honlapunkrél letélthet6 MAPLE programok
segitségével elballithatok a standard formatumu grafikus fajlok,
igy nagyon kiilénleges kézbe veheté alakzatok gyarthatok le.

Abstract

The interest in the theory of chaos has risen rapidly and up till
now much effort has been invested in integrating it into the
curricula. Our paper offers the teachers a method for the
demonstration of the strange attractors which play a central role
in the theory of chaotic systems. The images of the 2D projection
of the strange attractors are well known and common, however
their 3D visualisation give a real sensation for the human brain
so they are much more suitable for capturing the students’
interest. With the help of our downloadable MAPLE programs the
graphic files of strange attractors can be easily generated and
their 3D images can be engraved in glass or can be printed with
3D-printers.

1. Bevezetés

Amidta alig néhany évtizeddel ezelbtt Edward Lorenz elséként megmutatta, hogy egyszer(i

(kis szabadsagi foku) determinisztikus rendszerekben megjelenhet elérejelezhetetlen, véletlenszeri
mozgasforma, a kaoszelmélet a fizika egyik legdinamikusabban fejl6dé terllete lett.
Szemléletformald jelentéségénél fogva slirgetévé valt az oktatasba vald beépitése is. Szamos kivald
monografia talalhat6 az alapvetd fogalmak és modszerek bemutatasara (pl. [1]), illetve az egyszeri
mechanikai rendszerekben megjelend kaotikus viselkedés tanulmanyozasara [2] [3] [4]. E cikk
szerz6i kordbbi munkaikban Ujszerli mechanikai rendszerekben mutattdk be a kaotikus
tulajdonsagokat [5][6].

A szamitégépek megjelenése a fizika szamara is Uj dimenziét nyitott, l1étrejott a szamitogépes
kisérleti fizika, mint teljesen Ujszer( vizsgalati terllet. A szamitégépes szimulacidk segitségével
olyan modellekrdl tudunk relevans kvantitativ informaciét nyerni, amelyek korabban egyaltalan nem,
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vagy csak kvalitativ. modon voltak targyalhatok. A kaotikus rendszerek vizsgalata az egyik
legfontosabb és legismertebb példaja a szamitégépes kisérleti fizikanak, egyszersmind a kaosz
jelenségkore kiemelt szemléletformald erével bir a fizika oktatasaban. Ugyanakkor a szamitogépes
szimulaciok készitése programozoi tudast és készségeket feltételez, ami sokakat elriaszt. Jelen
tanulmanyunkban Uj lehet6séget szeretnénk adni a kaoszelmélet oktatasahoz a kaotikus rendszerek
leirasaban kozponti szerepet betdlté kilonds attraktorok valds, targyiasult megjelenitésével,
remélve, hogy ez motivalo, figyelemfelkeltd eszkdz lehet minden a téma irant érdekl6d6 szamara..
A bemutatasra kertl6 médszerekhez szilkséges elektronikus anyagok letdltheték a [7] honlapunkrol.
A rendelkezésre allé szik terjedelemben nem lehet célunk didaktikus targyalast adni a
kaoszelméletrél, de segitségképpen a Flggelékben tdmdéren o&sszefoglaljuk a legfontosabb
fogalmakat.

2. 3-dimenzids kaotikus attraktorok megjelenitése

Folytonos idévaltozoéju rendszerek esetén a kaotikus viselkedés megjelenésének sziikséges
feltétele minimum harom nemlinearis differencialegyenlet altal vezérelt dinamika, tehat a fazistér
minimalisan harom dimenziés. A sokdimenzids fazistérben attekinthetetlen nyomon kévetni a
trajektorian mozgd fazispontot. Egyik lehetséges metddus a trajektéria valamilyen altérre vald
vetitéseit hasznalja, jellemzbéen a szamitdgep képernybjén megjelenithetd 2-dimenzids projekcidjat
abrazoljuk, mely soran viszont informacidvesztés torténik. Masik lehetéség az un. Poincaré térkép
(-leképezés). a trajektorianak csak egy kivalasztott fellletet atdofé (egy adott altérbe esd)
metszéspontjait abrazoljuk, melyek diszkrét pontsorozatot alkotnak. A gerjesztett rendszerek esetén
hasznalt un. stroboszkoépikus leképezés egy specialis Poincaré-leképezés, amely a trajektéria
gerjesztési periédusidénként (azaz allando fazisértékeknél) vett mintajaként kapott (altaldban fraktal
geometriaju) pontsorozat.

De miért fontos az attraktorok geometriajanak tanulmanyozasa?

A kaoszelmélet egyik alapvetd alapvetése a dinamikai rendszer viselkedési jellege és az
attraktoranak topolégiaja kodzotti kapcsolat (1. abra). Az attraktorok latvanyos 3-dimenzids
megjelenitései segithetnek ezen kapcsolat szemléltetésében.

permanens kaosz tranziens kaosz

disszipativ |
rendszer

konzervativ
rendszer

1. abra:.a rendszer dinamikaja és az attraktor geometriaja kdzotti kapcsolat

Az ember természetes adottsagai révén vizualis 1ény, igy minden kézzelfoghato, valos térbeli
megjelenitése valamilyen absztrakt fogalomnak nagy didaktikai jelentéséggel bir. A 3-dimenzios
képek 2-dimenzidés projekcioi alapvetbek és kdzismertek, ugyanakkor a valés 3-dimenzios
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megjelenités igazi vizualis élmény az emberi elme szamara és j0 lehet6ség a diakok érdeklédésének
felkeltésére. Az alabbiakban két megjelenitési mdédszert mutatunk be.

2.1. Lézeres liveggravirozas

A lézeres liveggravirozas segitségével 3D-s képeket jelenithetliink meg szilard, atlatszo
anyagokban (jellemz8en kulénbdzé Gvegtestekben, kristalyokban) [8]. Az eljaras soran a
képpontokat két tengelyen mozgatott tikdrrel vezérelt 1ézerfény hozza 1étre. A lencse altal fokuszalt
lézersugar a kivalasztott pontban olyan energias(irliségli, hogy lokalisan jellemz6éen néhany
mikronos anyagvaltozast (diszlokacid, olvadas, forras) hoz létre az Gvegben, amelyet a fényszéras
miatt fehéres szinl pontként érzékelink. Az elmult 15-20 évben a felszin alatti |ézergravirozas
(SSLE) hatékony és viszonylag olcso eljarassa valt 3D-s képek ajandéktargykent vald elkészitésére,
szamos cég kinal lehetéséget képek, fényképek Ulvegtestbe gravirozasara. Erdekes példaként
emlitjuk Bathsheba Grossman grafikus miivészt, aki a 2000-es évek elejétél kinal [9] honlapjan igen
szép és érdekes 3D-s képeket a legvaltozatosabb témakban.

2. abra: lézer gravirozé berendezés DNA modell dvegben [9].

A lézergravirozé berendezések STL, DXF, OBJ, 3DS és 3DMAX formatumu grafikus fajlokat
tudnak feldolgozni és megjeleniteni. Mi a DXF (Drawing Exchange Format) fajlformatumot
valasztottuk, mivel ez egyszeri ASCII kéddal standard szerkezeti formaban tartalmazza a grafikus
adatokat [10]. A rendszer dinamikajat megad6 (F.1.) differencialegyenlet-rendszer numerikus
megoldasa soran adott idélépésenként nyert fazispont-sorozatot elemi vonalsorozatta alakitva a
szabvany szerint kddolva irjuk DXF fajlba az attraktort egy altalunk irt MAPLE program segitségével.
Az igy kapott DXF fajl beolvasasaval a lézergravirozd berendezés elkésziti az attraktorunk
Uvegtestbe megijelenitett képét (ha nem all rendelkezésre Iézergravirozd berendezés, akkor szamos
internetes lehet6ség van, hogy a kivalasztott cégnek a DXF f4jl elkildve elfogadhaté aron
elkészitsék szamunkra, mi magunk is ezt az utat jartuk).

A MAPLE programot ugy készitettik el, hogy tetszéleges 3-dimenzids dinamikai rendszerre
kdnnyen adaptalhato legyen: csupan a pirossal megjeldlt (kommentezett) sorokban kell a valasztott
modell informacidit atirni. Az optimalis hasznalhatésag érdekében a program két szekcidra tagolt:
az els6 szekcid futtatdsaval tanulmanyozhatjuk, modosithatjuk a modellinket az attraktor 3-
dimenziés megjelenitésével a MAPLE programon belll, a masodik szekcié futtatasaval a mar
véglegesitett attraktor képét irhatjuk ki DXF fajlba. A kapott DXF fajlt érdemes szintén a képernyén
megjeleniteni (forgatni, méretezni) példaul a DWG TrueView (ingyenesen letdlthetd [11]) program
segitségével.

JO néhany igen latvanyos geometriaju 3d-s kaotikus attraktor modelljének leirasa talalhaté
példaul a [12] honlapon. A letdlthetd MAPLE programunkkal ezen attraktorok DXF fajljai kdnnyen
legeneralhatok és megjelenithetok. Példaként a 3. dbran a hires Lorenz-attraktor vektorgrafikus

284



Tomeghatas modellezése

képét mutatjuk be. Az attraktor altalunk generalt (attractor_3dgrav_lorenz_100-150_5000.dxf) DXF
fajliat DWG TrueView program képernydjén jelenitettik meg. (Megjegyzés: a [7] weblapunkon két
altalunk generalt 3D-s kaotikus attraktor animacidja is lathato.)

-112.2063, 97,7578, 0.0000

37 A_(Szabad 133,79 GB) 23 11 chjektum 14 125KB _ (Szabad 153,70 GE)

3. abra: a Lorenz attraktor (a fraktaldimenzié 2.063) 3D-s vektorgrafikus megjelenitése a DWG-
TrueView programban

2.2. 3-dimenziés nyomtatas

Egy masik valods, térbeli megjelenitési lehetéség a 3D-s nyomtatas. A haromdimenzids
nyomtatas additiv gyartasi folyamatként és prototipus-készitésként is ismert. Arrdl van sz6, amikor
valés targy készil egy haromdimenzios tervbél. A digitalis haromdimenziés modell STL
fajlformatumban kerul elmentésre és jut el a nyomtatéhoz, a haromdimenziés nyomtaté ezutan
rétegenként formalja meg a valddi targyat. Tébbféle technolégia alkalmas haromdimenzids
nyomtatasra. A legfontosabb eltérések abban rejlenek, hogy a rétegek hogyan épulnek egymasra a
modell készitésekor. Nyomtataskor a gép beolvassa a modell adatait és sorban egymasra illeszkedé
rétegeket képez folyadékbdl, porbdl vagy sik lemezekbél, ilyenforman fokozatosan felépiti a modelit
a metszetekbdl. Ezeket a rétegeket, melyek alakra és vastagsagra megegyeznek a virtualis modell
metszeteivel, egymashoz koti, vagy automatikusan egymashoz tapadnak. Ennek a mddszernek
legnagyobb elénye, hogy majdnem minden format vagy geometriai testet el tud allitani.

De vajon kaotikus attraktorok 3-dimenziés megjelenitésére is hasznalhaté-e ez a technoldgia?
A probléma az, hogy a kaotikus attraktor gyokeresen kulénbézik a mérnoki gyakorlatban eléforduld
modellektdl: nem kiilénbdz8 (viszonylag egyszer(i) geometriai alakzatok altal meghatarozott térbeli
szerkezet, hanem egy differencidlegyenlet-rendszer numerikus megoldasa soran idélépésenként
nyert fazispont-sorozatbdl allé pontfelhét kellene megjeleniteni. Ez a nyomtatasi technoldgia fentebb
leirt elve alapjan nyilvanvaldan kivitelezhetetlen a 3D-nyomtatd szamara. A feladatunk tehat az, hogy
a pontsorozatot a nyomtatdé szamara értelmezheté fellletté alakitsuk. Néhany sikertelen
probalkozas utan az alabbi megoldasunk valt be: elsé Iépésben a pontsorozatot folytonos vonalla
alakitjuk szakaszonkénti spline gorbeillesztéssel, majd masodik lépésben a kapott gorbét
(Iényegében az attraktorba ,simuld” trajektéria kozelité ,nyomvonalat’) egy (valaszthaté atmérgja)
hengerrel vesszik korbe, igy végul egy vékony cséfellletet nyerlink, amely mar szabvanyos STL
fajlba menthet6 és a nyomtatd altal megjelenithetd. Ezt a programot is MAPLE-ben készitettuk el és
szintén letdlthet6é a [7] honlapunkrél az alabb ismertetett példakkal. Ebben az esetben szintén az
el6zd szakaszban emlitett tetszdleges modellre kénnyen adaptalhaté formaban készitettik el a
programot: elsé szekcid futtatasaval tanulmanyozhatjuk, médosithatjuk a modellinket az attraktor
3-dimenzios megjelenitésével a MAPLE programon belll (ez esetben nagyon fontos paraméter a
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cs6 atmérdje is), a masodik szekcio futtatasaval a mar véglegesitett attraktor képét irhatjuk ki STL
fajlba. A kapott STL fajlt nyomtatas el6tt ellenérizhetjik pl. az ingyenesen letdltheté MeshMixer
program segitségével, amely ugy jeleniti meg szamunkra, ahogy a 3D-printer is kezelni fogja (lasd
pl. a 4. abrat). (A futtatashoz MAPLE 2015 vagy késébbi verzié szukséges!)

A nyomtatas el6tt még célszerl a kapott cséfellilet két végét kdrlapokkal lezarni (a nyomtatok
hibat jelezhetnek, ha a megjelenitendé fellilet nem zart). Ez a miivelet a MeshMixer-ben kénnyen
elvégezhetd: a kivalasztott STL fajl importalasa utan a ,csékigyd” megjelenik a képernydn (a jobb
egergomb lenyomasa kdzben a kurzor mozgatasaval forgathatd), a bal oldalon levé ikon oszlopban
kattintsunk az Analysis pontra, a felugré ablakban valasszuk az Inspector funkciot, a megjelené
ablakban kattintsunk az Auto Repair All gombra, végul a javitott modellt mentsuk el a File/Export
menuponttal (Fajl tipusaban valasszuk az STL Binary Format lehet6séget).

@ Autodesk Meshmixer - Zeeman_2.stl 7 a X
File Actions View Help Feedback

(No Printer Selected)

4. abra: az altalunk “felfedezett” Zeeman attraktor cséfeliileti képe, amely mar legyarthaté egy 3D-
nyomtatoval

3. Példak

Az alabbiakban négy konkrét 3-dimenzios fazisterl dinamikai rendszeren mutatjuk be a fenti
megjelenitési metddusainkat. Elsé6ként a kdzismert Lorenz modellt mutatjuk be, majd az un. Duffing-
oszcillatort, harmadikként az altalunk korabbi munkaink soran kidolgozott gerjesztett Zemann-gép
modellinket, végul pedig a Halvorsen modellt. Mindegyik ismertetett modellhez tartoz6 MAPLE
fajlok, valamint szemléltet6 videok is megtalalhatok a [7] weboldalunkrdl letdlthet e-anyagok.zip fajl
kicsomagolasa utan kapott mappaban. A négy példa attraktorhoz egy-egy alkdnyvtarban
megtalalhatdéak az Gvegbe gravirozashoz szikséges DXF fajlokat generalé 3d_attractor_lasergrav,
a 3D-s nyomtatashoz szikséges STL fajlokat generalé 3d_attractor_3d-printer MAPLE programok,
mintaként legyartott DXF és STL grafikus adatfajlok, valamint videdk.

3.1. Lorentz modell

A Lorenz modell Iényegében egy alulrdl melegitett folyadékrétegben kialakul6 aramlas
végletekig leegyszerisitett matematikai leirdsa (a klasszikus Rayleigh-Bénard féle konvekciot volt
hivatott a Iétez6 legegyszeriibb formaban szimulalni), amelyet az atmoszférikus (meteoroldgiai)
jelenségek értelmezéséhez készitett Edward Lorenz [13]. (Kés6bb kiderult, hogy a kapott
matematikai modell izomorf példaul egy egyszerl mechanikai szerkezet, az un. Malkus-féle vizkerék
modelljével.). A Lorenz-modell dinamikai egyenletrendszere az (F.1) standard formatumban (lasd
pl. [1] 5.7. alfejezetében):
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ahol g, r, b pozitiv paraméterek (példaul a 3. és 6. abrakon. o0 =10, r =27 és b = 2.6667).

3.2. Duffing-oszcillator

Az un. Duffing-modell Iényegében egy periodikusan gerjesztett surlédasos anharmonikus
oszcillator [14], a dinamikat megadé differencialegyenlet-rendszere:

X=y
y=-a-x—b-x3—c-v+cos(z)
. 21
7=2=

=

ahol x, y and z rendre a kitérés, a sebesség és a gerjesztés fazisat megado valtozék (a
periddusidd T).

3.3. Gerjesztett Zeeman-féle katasztréfagép

Az eredeti szerkezetet C. Zeeman konstrudlta a katasztréfa jelenség illusziralasara és
tanulmanyozasara. A szerkezet roppant egyszeri, barki kdnnyen megépitheti (5. abra). Merev
siklaphoz régzitlink egy R sugaru korongot az O (0 ;0) kézéppontjan atmend tengely koril forgathatéd
modon. Veszink két (megnyujtatlan allapotban) azonos Lo hosszusagu rugalmas szalat, mindkét
szal egyik végét a korong egy P kerileti pontjahoz rogzitjuk. Ezek utan az egyik szal masik végét
enyhén megfeszitve a merev siklap valamely A (-a*R ; 0) pontjahoz rogzitjik, mig a masik szal még
rogzitetlen B vége szabadon mozgathaté a siklapon. A katasztréfaelmélet a Zeeman-gép egyensulyi
allapotanak kvazisztatikus mozgasok soran mutatkozé hirtelen, ugrasszer( valtozasait irja le. Jelen
cikk szerz6i korabbi munkajuk [5] soran a B végpont periodikus mozgatdsa altal periodikusan
gerjesztett surlédasos Zeeman-gép dinamikajat tanulmanyozva nagyon tipikus kaotikus viselkedést
tapasztaltak és els6ként mutattak be az altaluk ,felfedezett” Zeeman-attraktor geometriajat.

5. abra: a gerjesztett Zeeman-gép vazlata és egy sajat megvalésitasunk

A gerjesztett Zeeman-gép dinamikajat megado differencialegyenlet-rendszer [5]:
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C:j—(f: f,(0,0,0)=n
(ii—(toz f,(P,0,0)=
=c-{(|1|_1|°)-a-sin®+%-(y(®)-cos®—x(@)sind)) —®
C:j_?zfs(q)’ ’®)_-2|-_7:
here Il:\/(c056D+a)2+(sinCI>)2 andc:I'Rz'k
1,(©)=(x(6)-cos @) +(y(©)-sin®) v

ahol | az R sugaru korong tehetetlenségi nyomatéka, Lo a rugalmas szalak megnyujtatlan hossza
(Lo=lo*R, L1=I1*R, L>=L*R), k a szalak rugalmassagi egyutthatdja és y a surlédasi tényezob.

3.4. Halvorsen modell

Utols6 példank az un. Halvorsen-modell kaotikus attraktora [15]. A dinamikai
egyenletrendszer:

X=—a-Xx—4y—4z—y?
y=-a-y—4z—4x—1z°
7=—a-z—-4x—4y—x°

ahol a egy pozitiv paraméter (a 6. dbran lathaté esetben a=1.4).

A 6. abran harom kaotikus attraktor (a szerzék, illetve diakok altal készitett) Gvegkockaba
gravirozott megjelenitését mutatjuk be: a nevezetes Lorenz-modell ,pillangd” attraktorat, a
gerjesztett Zeeman-gépunk ,spulni” attraktorat és a Halvorsen attraktort. A [16] linken és [7]
weboldalunkon a Zeeman attraktor livegkockaba gravirozott 3-dimenziés képérdl tekintheté meg
vided.

6. abra: A Lorenz attraktor, a Zeemann attraktor és a Halvorsen attraktor livegkockaba gravirozott
3-dimenziés képe
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4. Projekt-munka

A 3-dimenziés kaotikus attraktorok el6z6ekben bemutatott valés targyi megjelenitési metédusa
kivaloan alkalmas didkok szamara projekt-munka feladatnak. A kecskeméti Neumann Janos
Egyetemen a Modern fizika szemlélete c. szabadon valaszthaté kurzus hallgatéi néhany hét
kaoszelméleti bevezetést is kapnak, amelybe opcidként beillesztettiik az alabb ismertetésre kerilé
projekt munkat.

A projekt munka rovid leirasa:

(1) Valasszunk egy 3-dimenzids fazister(i kaotikus rendszert: egy valés fizikai rendszert, vagy
egy tetszetds attraktoru modellt példaul a [12] weboldalrél.

(2) Adaptaljuk a rendelkezésre all6 MAPLE programokat a kivalasztott modellinkre. (Ez igen
egyszerlien és gyorsan megtehetd a megjeldlt néhany sorban eszkdzolt atirasokkal. A beirasokat
kommentekkel tettik még egyeértelmibekkeé.).

(3) A kdvetkezb szakasz a munka érdemi szamitogépes ,kisérleti fizikai” része: a modelliinkre
adaptalt MAPLE program elsé szekcidjat (a kurzort a szekciéba helyezve, a felsé menu ikonsorban

a ! ikonra kattintva) futtatva a paraméterek valtoztatasaval keressiink nekiink tetszé attraktor képet
(a MAPLE megjeleniti az attraktor 3-dimenziés képének forgathatd, méretezhetd projekciojat). A
modell sajat belsé paramétereivel a kaotikus tartomany ,belévése” térténik (ez nem mindig kdnnyd,
tamaszkodjunk irodalmi értékekre, vagy hasznalhatjuk a Flggelék végén emlitett bifurkacios
diagramot, amely mintegy feltérképezi szamunkra a kuiloénb6z8 viselkedési tartomanyokat). A
kaotikus attraktor megtalalasa utan a 3-dimenziés fazistérbeli abrazolas paramétereit (a t1 és t2
idéertékekkel Kkijeldlt megjelenitési idétartomanyt, a felbontast megad6é imax megjelenitendé
pontszamot, valamint 3D-s nyomtatashoz még igen fontos tuberad paraméter, amely az attraktor
nyomvonalat kortilvevé csé sugara. (Természetesen a diakok ennél részletesebb utmutatét kapnak.)
A munka ezen szakasza akar tobb érat is igénybe vehet, ha igazan szép 3D-s megjelenitést akarunk
elérni.

(4) Ha végquil elégedettek vagyunk a (3) szakaszban kapott attraktor 3-dimenzids képével a
MAPLE program masodik szekcidjanak futtatasaval generéljuk le a kivant (Gvegbe gravirozas
esetén DXF, 3D-s nyomtatas esetén pedig STL) formatumu grafikus fajlt (a masodik szekcidéban
csupan a fajlnevet kell kivansagunk szerint atirni).

(5) A kapott kaotikus attraktor fizikai feldolgozasa (gravirozasa, vagy nyomtatasa) el6tt
érdemes megtekintenink a grafikus fajlban tarolt 3-dimenzids képet: Gvegbe gravirozas esetén a
DXF fajlt pl. az ingyenes DWG TrueView programmal, illetve 3D-s nyomtatas esetén a szintén
ingyenes MeshMixer programmal.

(6) Veégul, ha minden rendben, akkor megtérténhet az attraktorunk valds, kézzelfoghato
targyba vald fizikai megjelenitése. (Mivel e cikk szerz6inek sem allt rendelkezésre sem (iveg
lézergravirozd berendezés, sem 3D-s nyomtato, igy internetes megrendeléssel gyartattuk le az
attraktorainkat darabonként 10-20 ezer forintos aron.)

Tapasztalataink szerint a diakok nagy érdekl6déssel és lelkesen dolgoztak a projekten, még
akkor is, ha végul nem szantak pénzt a fizikai megvaldsitasra. Mindazonaltal készult néhany nagyon
szép ajandéktargynak is kivaldéan alkalmas darab (lasd pl. 6. abran).

Végezetul alljon itt néhany diak vélemeénye a projektrol:

.Barcsak minden fizikadra ilyen lenne!”

,Nagyon élveztem ezt a munkat. Eletemben elészor tapasztalhattam meg a kutatas és alkotas
orémét.”

JEn mindig szerettem a fizikat, de soha nem hittem volna, hogy valaha is fizikaéran fogok a
baratnémnek egy kivételesen érdekes és szép, egyedi ajandékot késziteni. Nagy sikerem volt vele,
k6szoném!”

Es végiil a legegyszeriibb komment: “©".
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Fuggelék: kaoszelméleti 6sszefoglald

A kaosz determinisztikus rendszerekben megjelené specialis mozgas (idéfejlédés), amely
e rregqularis (nem periodikus, vagy kvaziperiodikus),
o extrém érzékeny a kezdeti feltételekre, igy elbrejelezhetetlen és hosszu tavra csak
valoszinlségi leiras adhato.,
o hatarozott strukturaju a fazistérben: fraktal szerkezeti (lasd alabb).
Fazistér. valamely dinamikai rendszer egy iddpillanatbeli allapotanak egyértelmi

megadasahoz szukseges (minimalis szamu) >_<:{x1,x2,...,xn} valtozok altal kifeszitett n dimenziés

absztrakt tér.
Trajektoria: a rendszer pillanatnyi allapotat megadd fazistérbeli pont a rendszer iddbeli
valtozasat kévetve elmozdul, és egy utat jar be. Ezt az utat trajektorianak nevezik.

Dinamika (id&fejlédés): a valtozdinak >_'<:?(>_<) elsérendl differencialegyenlet rendszerével
(példaul sebességvaltozok bevezetésével) adjuk meg:
X = f (X0 X0 X))
X, = f, (X, %5000 X))
(F.2)

X, = f, (X, %5, X,)

Kaosz feltétele: folytonos id6évaltozas esetén legalabb haromdimenzids fazisterli nemlinearis
mozgasegyenleti rendszer.

Attraktor: a fazistér vonzé halmaza, amely felé a trajektoriak kézelednek:

e egyszerl attraktor. szabalyos mozgasokhoz tartozé attraktorok, fixpont attraktor, vagy
hatarciklus attraktor,

o Kklilbnds (kaotikus) attraktor. szabalytalan (kaotikus) mozgast végzd rendszer fraktal
tipusu attraktora.

Permanens kaosz esetén a rendszer fazispontja soha nem hagyja el az attraktort, mig
tranziens kdosznal a trajektéria csak véges ideig marad a kaotikus attraktor kézelében.

Fraktal: végtelenll komplex geometriai alakzatok, amelyek egzakt, vagy kozelit6 (statisztikus)
modon Onhasonléak tébb nagysagrendi skalan (mérettartomanyon) keresztil. és valamely
jellemzéjiket a skala (méret) fliggvényében log-log léptékben abrazolva egyenest kapunk, amely
meredeksége a (jellemzben tértszam értéki) fraktaldimenzié.

7. abra: attraktor projekcioi, illetve Poinceré-metszete.

Megjelenités: az absztrakt sokdimenzidés fazistérbeli attraktor megjelenitésére két
dimenziéban (pl. szamitogép képernydjén) két alapveté lehetéség van (7. abra):
e projekcio: vetités egy fazissikra, vagy tetszéleges altérre, azaz kétdimenzios vetilet
megjelenitése, vetités soran informaciét veszitiink (pl. a trajektéria a vetlleten metszi
onmagat),
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Tomeghatas modellezése

e Poincaré térkép (-leképezés): a trajektorianak csak egy kivalasztott fellletet atd6fé
(egy adott altérbe es8d) metszéspontjait abrazoljuk, melyek diszkrét pontsorozatot
alkotnak. A gerjesztett rendszerek esetén hasznalt un. stroboszkdpikus leképezés egy
specialis Poincaré-leképezés, amely a trajektéria gerjesztési periodusidénként (azaz
allando fazisértékeknél) vett mintajaként kapott pontsorozat.

Bifurkaciés diagram: a rendszer valamely fazisvaltozéjanak hosszu tavon megjelené Poincaré-

leképezéssel kapott aszimptotikus értékeit abrazolja a kontrolparaméter fuggvényében. (8. abra). Ez
igen hasznos eszkdz a kaotikus tartomanyok feltérképezésében.
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8. abra: a gerjesztett Zeeman-gép bifurkacios diagramja (lasd alabb és [5]-ben).

Kdszonetnyilvanitas

A tanulmany elkészitését a Magyar Tudomanyos Akadémia Tantargy-pedagdgiai Kutatasi

Programja tamogatta.

Kdszdnettel tartozunk a kutatas tdmogatasaért, amely az EFOP-3.6.1-16-2016-00006 ,A

kutatasi potencial fejlesztése és boOvitese a Neumann Janos Egyetemen” palyazat keretében
valésult meg. A projekt a Magyar Allam és az Eurdpai Unid tdmogatasaval, az Eurdpai Szocialis
Alap tarsfinanszirozasaval, a Széchenyi 2020 program keretében valésul meg.
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