Gradus Vol 5, No 2 (2018) 229-232 _— GRADU S

|SSN2064'8014 GEADUS . KEFO.NU

ROVID BETEKINTES A C*-ALGEBRAK K-ELMELETEBE

A SHORT VIEW OF THE K-THEORY OF C*-ALGEBRAS

Kovacs Istvan Béla

Modszertani Intézeti Tanszéki Osztaly, Pénziigyi és Szamviteli Kar, BGE, Magyarorszag

Kulcsszavak: Osszefoglalés

C*-algebra A huszadik szazad masodik felében Atiyah munkaja

K, -elmélet nyoman a K-elmélet tobb tertilet kutatasaban is értékes

funktor eszkdznek bizonyult. Ezen teriiletek egyike a C*-algebrak.

Be kivanjuk mutatni a fogalmakat és 6sszefliggéseket,

g*e_ Z}ggggs' amelyek a C*-algebrak K , -elméletenek alapjat képezik.

K , -theory Megemlitiink néhany problémat, amelyek megoldasahoz a
0 : (s

functor K, -elmélet hozzajarult.

Cikktorténet: Abstract

Following Atiyah’s work, K-theory has proved to be an
effective tool in the research of several fields of mathematics
in the second half of the twentieth century. One such field is
C*-algebras. We wish to present the concepts and relations

fundamental to the K -theory of C*-algebras. We mention
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some problems solved with the help of K, -theory .

1. A K-elmélet torténete didohéjban

A K-elméletet Grothendieck algebrai geometriai munkaja nyoman fejlesztette ki Atiyah [1] és
Hirzebruch az 1960-as években. A C*-algebrak elméletében is hatasosnak bizonyult. A K-elmélet
egy funktor par K, és K,, amely barmely A C*-algebrahoz hozzarendeli a K, (A) és K, (A) Abel-
csoportokat.

Els6 felhasznalasuk George Elliott [3] nevéhez flz6dik, aki 1976-0s cikkében megmutatta,
hogy az AF-algebrak rendezett K , csoportjukkal osztalyozhatdk, mig a K, csoportjuk az egy elemd

csoport. Az adott terjedelemben mi is csak a K csoport konstrukciojat mutatjuk be. A K-elmélet

segitségével allapitottak meg Pimsner, Voiculescu [4], Blackadar [2] egyes C*-algebrakrél, hogy
nem tartalmaznak nem trivialis projekcidkat. Brown, Douglas és Fillmore dolgoztak ki a K-elmélettel
dualis K-homologia elméletet. Kasparov pedig egyetlen KK-elméletben egyesitette a K-elméletet és
K-homologiat. Kotelezd a témaban megemlitentink Alan Connes Noncommutative Geometry cimi
konyvét, amelyben bemutatja, hogyan lehet attekinteni olyan széles tertletet, ami tartalmaz tdbbek
kdzott geometriat, fizikat, C*-algebrakat és algebrai topoldgiat.

Elegans és vildagos Rordam, Larsen és Laustsen bevezet kdnyve, amire a jelen ismertetés
anyagat alapoztuk [5].
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2. Amit a C*-algebrakroél tudnunk kell

Definicié 2.1. A C*-algebra, ha C fol6tti involutiv komplett normalt algebra, melynek normaja
minden a,be Amellett teljesiti a

|ab]<[a]-[b] és

Osszefliggéseket. A tovabbiakban csak egység elemes C*-algebrakat targyalunk.

* 2
a'a|=|al

A C*-algebrak morfizmusa a *-homomorfizmus.

Definicié 2.2. Legyenek A és B C*-algebrak. ¢: A — B linearis fliggvény *-homomorfizmus,
ha multiplikativ, és teljesiti minden a € A-ra:

ola’)=opla).

Az absztrakt definicidéval szemben segit elképzelni a C*-algebrakat az alabbi reprezentacios
tétel.
Tétel 2.3. Gelfand — Naimark
Barmely A C*-algebrahoz létezik H Hilbert tér és egy ¢ izometrikus
*-homomorfizmus A-rél B(H)-ba. Itt B(H) a H korlatos operatorainak tere.

Latjuk tehat, hogy a C*-algebrakat az M  ( C ) tulajdonsagainak megfeleléen altalanositottuk,

ahol M, (C) nx n-es complex elemi matrix. Nem meglepé tehat, hogy egy A C*-algebra elemeibél

alkotott négyzetes matrixok Ujra C*-algebrat alkotnak.
Tétel 2.4. Legyen A C*-algebra. H és ¢ egy Gelfand — Naimark reprezentacidja. Legyen

tovabba ¢ : M_(A) >B(H") a
a; - &, p(a,) ... oa,)
Gol - e T

Ay e By) (9(@y) - (@)
altal definialt *-homomorfizmus. Ekkor M, (A) is C*-algebra a ||a| =| ¢, (a) | norméaval.

Definicié 2.5. Legyen A C*-algebra. p € A projekcio, ha p = p2 = p *. A Osszes
projekcidinak halmazat jeldlje P(A)!

3. A P_(A) és D(A) félcsoportok
Definicié 3.1. Legyen A C*-algebra, n pedig pozitiv egész. Legyen

P.(A)=P(M,(A)) és
P.(A)=J P,(A).
n=1
A P (A) halmazokat paronként diszjunktnak tekintjik.
0
A kovetkez6 miivelettel P, (A) félcsoport: p@® g = (8 j ahol p®qeP, (A),ha peP (A)
q

és qe P, (A).
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Definicio 3.2. Legyenek megint p € P (A) és g e P, (A). Azt mondjuk, hogy p és q
null-ekvivalensek, ha létezik ve M, (A) mellyel p=V'v és q=w".

Itt természetesen V' e M, | (A). Jeldlése p~, Q.
A kovetkez6 allitas szerint a null — ekvivalencia kompatibilis a @ mavelettel.

Allitas 3.3. Legyen A C*-algebra, p,q,r, p’,q'pedig P, (A) elemei. Ekkor
- p~, P®O0, barmely n pozitiv egészre.
- Hap~,p ésqg~,q’,akkor p@q~, p'@q’.
- p®g-,qDp

(P®Q)Or~, pd(qQ®r)

A null ekvivalencia valdban ekvivalencia relacio P, (A)-n.

Definicié 3.4 Egy A C*-algebra D(A) félcsoportjanak a D(A)= P (A% kommutativ faktor
~o
félcsoportot nevezziik.
peP, (A) mellettjelslie [p], a p D(A)-beli ekvivalencia osztalyat! Az Gsszeadas D(A)-n
[p]; +a]s =[p@al,.

4. A Grothendieck konstrukci6 és K,

A Grothendieck konstrukcié tetszéleges kommutativ félcsoporthoz Abel-csoportot rendel
annak a mintajara, ahogyan a természetes szamokbdl az egész szamok konstrualhaték.
Legyen (S, +) Abel-félcsoport. Definialjuk S x S-en a ~ ekvivalencia relaciot a kovetkezé képen

(X,,Y,) ~ (X,,Y,) pontosan akkor, halétezik Z€ S, hogy X, +Y,+Z=X,+Y, +Z.Legyen G(S)
az S x S ~ szerinti faktora, és jeldlje <X, y> az (X,y) osztalyat. Definialjuk az sszeadast G(S)-en
<X, y> + <u ,V> = <X +u,y +V>élta|. Az Osszeadas kompatibilis az ekvivalencia relacioval, tehat
(G(S) , +) kommutativ félcsoport. Tovabba, <X, X> + <u ,V> = <X+ u, X+V> = <u ,V>, hiszen barmely
zeS elemmel (X4+U)+Vv+zZ=(X+V)+Uu+2z. gy <X, X> neutrdlis  elem, és

<x,y>+<y,x>:<x+ Yy, X+ y> =0 miatt <x,y>:—<y,x>. Mind a 0, mind az inverz egyértelmd,
tehat (G, +) Abel-csoport.

Definicié 4.1. A Grothendieck leképezés, 7, 1S — G(S) amely X € S-hez az (X+Y,Y)

elemet rendeli.
Konnyen lathatd, hogy a leképezés barmely Yy € S mellett ugyan az, igy a tovabbiakban elegendé

y -ként hivatkozni ra. Ha S 0-elemes, akkor 7(X) =(x,0). Tovabba y additiv és y(0) =0.

Egy ujabb ekvivalencia fogalom, a stabil ekvivalencia folhasznalasaval kiderul, hogy C*-algebrak
esetében ¥ kanonikus injekcidja D(A)-nak G(D(A))-ba. Hasznos a kovetkez6 allitas.

Allitas 4.2. G(S) = {y(x) - 7(y):x,y € S}
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Az allitast aldtamasztja, hogy y(X) —y(y) = <X,O> —<y,0> = <X,O> + <O, y> = <X, y> :

Definicié 4.3. Az A C*-algebra K , csoportja K, (A) = G(D(A)).
Most mar tudjuk Allitas 4.2-bél, hogy K, (A) ={[p], —[al, : p.a P, (A)}. Belathato viszont,
hogy K, (A) = {[p]o — [q]o ' p,qeP, (A)} s6t az is elegends, hogy
Ko(A) ={p], -[al,: p.aeP,(A), neN}.

5. Kategoériak és funktorok
Ha C kategoéria, akkor adott O(C) a C objektumainak 6sszessége, tovabba egy Mor (A , B)-vel jelolt
morfizmus halmaz minden A, B € O( C ) elem parra. A morfizmusok kompozicidja asszociativ.

Ha C és D kategoriak, F kovarians funktor C-bél D-be, ha C objektumait D-be képezi, és
Mor (A, B)-t Mor (F(A) , F(B))-be képezi minden A, Be O(C) esetén, tovabba F(id,) =1id. ,, és

F(y o @) = F(w) o F (@) megfeleld ¢ és w morfizmusokra.

Allitas 5.1. K o kovarians funktor a C*-algebrak Kategoriajarol az Abel-csoportok kategoriajaba.

6. Példak

A standard nyom és homotdpiak segitségével belathato, hogy P_(C) elemei kéziil pontosan
az azonos ranguak null-ekvivalensek. igy D(C)=N, ahol 0 a null projekci6. Ezért
G(D(C)) = D(C) x D(C) faktora ~ szerint, azaz N x N faktora ~ szerint, ami épen Z = K, (C).

Hasonléan, ha A = C@®C, akkor Pw(A):fOJ Pn(C@c):f] P(M,(C®C)) =
n=1 n=1

U P(M (C)eM, (C)) Itt (p, q) és (u, v) parok ekvivalensek pontosan akkor, ha p és u, illetve
n=1

q és v azonos ranguak. Ezért D(A)= N @ N mint félcsoportok. G(D(A)) az (N @ N) x (N @ N) faktora
a Grothendieck ekvivalencia altal. igy K, (C® C) =2 ® Z.

Altalaban is, K, ( C") = Z" mint kommutativ csoport.
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