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Osszefoglalés

Egy negyedik osztalyos munkaflizetbél vett széveges feladat
egy Sszakmai csoportban komoly vitat valtott ki. Tébb
pedagdgus vitatkozott azon, hogy akkor 6 ,bosszantotta volna
ilyen példaval” a tanuloit vagy sem, hogy versenyfeladat vagy
sem, ugorjuk at vagy sem a hasonlé feladatokat. Van, aki
szerint tehetséggondozas soréan lehet és kell ilyenekkel
foglalkozni, mert bizony van olyan negyedikes, aki ezt képes
megoldani és szereti a kihivast. Mas szerint a
matematikaversenyek sokszor “brutal” feladatokat tartalmaznak.
“Az is lehet, hogy ez a feladat el van rontva.”

A legkevesebb sz6 arrdl esett, hogyan is kellett megoldani ezt a
feladatot. Tértént egy-két probalkozas, valaki talalt eqy sajatos
esetben megoldast, de senki meg nem oldotta. Volt, aki
felismerte, hogy ,egyenlet felirdasaval nem lehet megoldani, épp
ez adja a nehézségét is.” Volt, aki arra a kbvetkeztetésre jutott,
hogy elrontva nincs a feladat, csak nem alsésnak vald, “a
gondolatmenet nem alsésokra van szabva’.

Tanitoképzbs hallgatékkal boncolgattuk a feladatot, a cél az
volt, hogy talaljunk egy elindulast és probaljuk folytatni. A
feladatot el6sz6r atalakitottuk, ugy, hogy tudjuk megoldani.
Majd visszatértiink az eredeti feladathoz, majd ezt Pdlya-
modszerével, segédkérdések segitségével probaltuk
megoldani.

Abstract

A word problem from a 4™ grade workbook created a serious
debate among members of a professional group. A number of
pedagogues raised several questions, including whether they
“‘would annoy their pupils with such a problem”, whether it is a
problem to be given at competitions, whether such problems
should be skipped or not. Some argue that these should be
solved during talent development, since there are 4™ graders
who like challenges and can solve this problem. Others
consider that mathematics competitions often contain “brutal”
problems. “It is possible that this problem is wrong.”

How to solve this problem was the least discussed about. One
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or two attempts have been made, somebody found the solution
in a special case, but nobody solved it. Some realized that “it
cannot be solved by equation; this is what makes it difficult.”
Some concluded that the problem is not wrong, however it is
not suitable for primary pupils ‘the line of reasoning is not
shaped for primary pupils.”

We have analyzed the problem with teacher training students
with the aim of finding a starting point and way to continue. First
we reformulated the problem to make it solvable. Then we
returned to the original problem and tried to solve it with the
help of question using Polya’s approach.

1. Bevezetés

Mar elemi osztalyokban jelentds szerepe van a problémamegoldasi stratégiak
elsajatitasanak. A problémamegoldd képesség hatékony fejlesztéséhez hozzajarul minél tébb
olyan szbveges feladat felvetése, amely ismeretlen a feladatmegoldd szamara, és amelyhez neki
kell megtalalnia a megoldasi lépéseket, az algoritmust. A probléma-megoldasi stratégiakat,
gondolkodasi miveleteket tudatosan kell tanitani a tanorakon. A legtobb esetben a probléma-
megoldasi folyamat all a k6zéppontban, nem pedig a kapott eredmény. Ezen folyamat struktarajat
tobbszor is hangsulyoznunk kell a tanuléknak. [1]

Tekintsunk egy matematikai problémat! A problémamegoldast az alabbi négy részre oszthatjuk [3]:
1. A probléma megfogalmazasa. 2.Modellalkotas 3.Megoldas kiszamitasa 4.Megoldas értelmezése

Erdemes azon elgondolkodni, hogy melyik résznek mekkora szerepet tulajdonitunk, illetve,
hogy az oktatasunkban mekkora jelentéséggel bir. El&jon-e egyaltalan az elsé pont, és ha igen,
akkor ki fogalmazza meg a problémat? Van-e amikor a didkra bizzuk? Létezik-e kapcsolodasa az
altalunk felvetett feladatoknak a valos helyzetekhez, mindennapi gyakorlathoz? Megfigyelhetd,
hogy a matematika oktatasban legnagyobb részben a harmadik pontra fokuszalunk. ez a rész viszi
el a matematika oktatas 80%-at, amennyiben szamitdégépet alkalmaznank a szamolas
elvégzéséhez, a tanuldk sokkal tobb id6t tdlthetnének a problémak megértésével, matematikai
modellezéssel, diszkusszidval. A matematika ugyanis nem azonos a szamolassal, egyenlet
megoldassal. Sokkal tébb annal. Amennyiben mentesitenénk a didkokat a szamolas terhe aldl,
sokkal t6bb id6 juthatna a valédi alkalmazasokra, a logikus gondolkodas fejlesztésére,
algoritmizalasra, elemz6 képesség kialakitasara.[5]

Egy negyedik osztalyos munkafiizetbdl [2] vett szdveges feladat egy népszerl, a kdzbsségi
média révén széles kor(, tanitéi szakmai csoportban komoly vitat valtott ki. Tébb pedagdgus szolt
hozza, vitatkozott a feladaton. A legkevesebb sz6 arrdl esett, hogyan is kellene megoldani ezt a
feladatot. Tortént egy-két probalkozas, egy-egy sajatos esetben megoldas, de senki nem tudta
megoldani. “Az is lehet, hogy ez a feladat el van rontva.” —irta valaki, és volt, aki arra a
kovetkeztetésre jutott, hogy elrontva nincs a feladat, csak nem alsdésnak vald, “a gondolatmenet
nem alsésokra van szabva”. Volt, aki felismerte, “a feladat pont olyan, amit egyenlet felirasaval
NEM lehet megoldani. Epp ez adja a nehézségét is”. Kiilonbdz6 észrevételeket fogalmaztak meg,
mint példaul: “Szerintem ugord at ezt a feladatot! Ez gyerekrombold példa.” Vagy: "mivel a
matematika SZEP, ez pedig egy nem tul szép feladat...”

Felvetdédik a kérdés: a talalt megoldasokon, sajatos eseteken kivil még van-e mas megoldas is?
Milyen megoldasi stratégiat tudnank alkalmazni, ami egy negyedikes tanuld esetében is kdvethet6
lenne? Egyértelmlinek tlnik, hogy egyenletek felirdasaval nem lehet negyedikes szinten megoldani
a feladatot. (Az 5 egyenlet, 5 ismeretlen jarhatatlan Ut egy elemista szamara.)

Osszegezve két sajatos megoldasat kaptak a feladatnak, Az egyik tanito valaki segitségével egy
sajatos megoldast ad meg, nem irja le hogyan, csak az eredményt ismerteti: a harom ladaban (46,
63, 127) kg narancs volt eredetileg.

Az 1. tablazat tartalmazza a pedagégusok (n=40) feladatmegoldasait, probalkozasait:
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1. Tablazat. A pedagoégusok feladatmegoldasai, probalkozasai (n=40)

Ertékelés Fé
Rossz megoldas Helytelen szévegértelmezések
Probéalkozasok a Algebrai médon, egyenlettel (3). Nem sziletik j6 megoldés.
megoldasra ” _ . ..
("van egy egyenlet és harom ismeretlen "= *)
1 f6 legalabb egy sajatos esetben megoldja a problémat. (5 egyenlet, 5
ismeretlen: A, B, C. D, Xx)
Sajatos eset 1 Talal valaki segitségével egy sajatos megoldast, nem irja le hogyan.
Probalgatassal 1 “Talaljunk ki egy elindulast és prébaljuk folytatni!”
Az dtlet j6, elindul, de nem vezeti végig.
Tanacsok 5 “abrazolassal”,”szakaszokkal’
Attitudok 19 Tdbbségében negativ

Az alabbi 1.abra tartalmazza egy masik sajatos esetben a megoldasi utat, mely szerint a harom
ladaban (64, 77, 95) kg narancs volt eredetileg:

A B.Caladik
D — eladott narancsok

A+B+C=236
A-X=D

B-(3X+3)=D

C—(6X+6)= D
X+3X+3+6X+6=10X+9= D
A=D+ X

B=D+3X+3 3
C=D+6X+6= 16X +15

([
—
—

WA
4
0

11IX+9+ 13X+ 12+ 16X +15= 236
40X +36= 236
X=5
A=11*5+ 9=64
B=13*5+12=77
C=16*5+15=95

1. abra. A feladat egy sajatos megoldasa (5 egyenlettel, 5 ismeretlennel)

2. A feladat megoldasa

Harom ladaban 236 narancs van. Az els6 ladabdl eladnak valamennyit, a masodikbdl 3-mal tébbet,
mint az elsd 1adabdl eladott narancsok haromszorosa és a harmadik ladabdl kétszer annyit, mint a
masodik ladabdl. Ekkor a ladaban ugyanannyi narancs maradt, mint ahanyat 0sszesen kivettek
eddig a harom ladabdl. Szamitsd ki, hany narancs volt eredetileg mindegyik ladaban? [2]

1.1épés. Alapdtlet: rendezzik az adatokat tablazatba. Jeldljuk x-szel az elsd ladabdl eladott
mennyiséget, ennek fuggvényében fel tudjuk irni, hogy a Il. és a lll. ladabdl mennyit adtak el,
helyes szdvegértelmezés alapjan. Az bizonyos, hogy a ladakbdl el is adtak, meg maradt is bennik.
(Mivel erre vonatkozélag nem volt a szévegben minden ladara informéacio, csak annyit tudunk,
hogy “valamennyit”’, a feladatmegoldék ezzel nem szamoltak egyaltalan!) A hianyos informacio
helyére kérddjelet irtam. A 2. tablazat tartalmazza a feladat adatait:
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2. Tablazat. A feladat adatai

Ladak Eladtak Maradt Volt 6sszesen
I. lada X ? ?
Il. lada 3x+3 ? ?
lll. lada 2(3x+3)=6x+6 10x+9 16x+15
Osszesen X+3X+3+6X+6=10x+9 236

2.1épés. “Talaljunk ki egy elindulast és probaljuk folytatni!” Feltételezzik, hogy az elsé ladabél egy
narancsot adtak el, igy a masodikbol 6, a harmadikbdl 12 narancsot adtak el, vagyis 6sszesen 19
narancsot. A 3. tablazat tartalmazza a feladat adatait x=1 sajatos esetben:

3. Tablazat. A feladat adatai x=1 sajatos esetben

Ladak Eladtak Maradt Volt 6sszesen
I. lada 1 ? ?
1. 1&da 3+3=6 ? ?
1. lada 2(3+3)=12 19 12+19=31
dsszesen 1+6+12=19 236
igy a Ill. ladaban 12+19=31 narancs volt eredetileg, tehat az elsd két ladaban lehetett a tdbbi,

Osszesen 236-31=205. Tehat az I. és a Il. ladaban 205 narancsnak kellett lennie 6sszesen. Ennek
a két ladaban val6 eloszlasa sokféleképpen lehetséges: 1+204=2+203=...=199+6

(mert az |. ladaban legkevesebb 1, a ll. ladaban legkevesebb 6 narancsnak lennie kell).
Lehetséges, hogy az els6 ladaban egy narancs volt és azt el is adtak, mig a Il. ladaban 204,
amibdl 6 narancsot eladtak, a tébbi megmaradt. Hasonloképp lehet, hogy az els§ ladaban 2
narancs volt, abbdl egy narancsot eladtak, a masik megmaradt, mig a Il. ladaban 203, amibél 6
narancsot eladtak, a tébbi megmaradt. Tehat a 236 narancs eloszlasa a ladakban: (1, 204, 31), (2,
203, 31), (3, 202, 31)... (199, 6, 31), 6sszesen 199 féleképpen lehetséges.

A tovabbiakban a 4. tablazatban feltételezzik, hogy az elsé ladabdl két narancsot adtak el:

4. Tablazat. A feladat adatai x=2 sajatos esetben

Ladak Eladtak Maradt Volt 6sszesen
I. lada 2 ? ?
II. lada 9 ? ?
IIl. 1ada 18 29 18+29=47
dsszesen 29 236

A lll. ladaban 18+29=47 narancs volt eredetileg, 236-47=189, tehat az I. és a Il. ladaban 189
narancsnak kellett lennie 6sszesen. Ennek a két ladaban valod eloszlasa sokféleképpen
lehetséges: 2+187=...=180+9 (mert az |. ladaban legkevesebb 2, a Il. ladaban legkevesebb 9
narancsnak lennie kell). Tehat a 236 narancs eloszlasa a ladakban: (2, 187, 47), (3, 186, 47), (4,
185, 47)...(180, 9, 47), 6sszesen 179 féleképpen lehetséges.

Hasonlé gondolatmenetet kévetve, analdg mddon eljutunk az utolsé lehetséges esethez, ezt
tartalmazza az 5. tablazat, feltételezzik, hogy az elsé ladabdl tiz narancsot adtak el:

5. Tablazat. A feladat adatai x=10 sajatos esetben

Ladak Eladtak Maradt Volt 6sszesen
I. lada 10 ? ?
II. lada 33 ? ?
IIl. 1ada 66 109 66+109=175
Osszesen 109 236
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A lll. ladaban 66+109=175 narancs volt eredetileg, 236-175=61, tehat az |. és a Il. ladaban 61

narancsnak kellett lennie Osszesen.

Ennek a két ladaban valo eloszlasa sokféleképpen

lehetséges: 10+51=...=28+33 (mert az |. ladaban legkevesebb 10, a Il. ladaban legkevesebb 33
narancsnak lennie kell). Tehat a 236 narancs eloszlasa a ladakban: (10, 51, 175), 47)...(28, 33,
175) 6sszesen 19 féleképpen lehetséges.
A lehetséges megoldasok szama dsszesen: 199+179+ 159+...+29+19= 1090.

Miért nem lehetséges tobb eset? Miért allunk itt meg? Feltételezzlik, hogy az elsé ladabdl 11
narancsot adtak volna el, ezt tartalmazza a 6. tablazat:

6. Tablazat. A feladat adatai x=11 sajatos esetben

Ladak Eladtak Maradt Volt 6sszesen
I. lada 11 ? ?
II. lada 36 ? ?
IIl. 1ada 72 119 72+119=191
Odsszesen 119 236

igy 6sszesen 119 narancsot adtak volna el a harom ladabdl 6sszesen, ami tdbb mint fele az
O0ssznarancsok szamanak, tehat nem tud a masik fele a lll. ldadaban maradni.

Vagyis a lll. ladaban 72+119=191 narancs lett volna eredetileg, 236-191=45, tehat az I. és a Il.
ladaban 45 narancs lenne dsszesen. De az |. ladaban legkevesebb 11, a Il.ladaban legkevesebb
36 narancsnak kellene lennie, ez nem lehetséges.
3.1épés. Az altalanositast tartalmazza a 7. tablazat.

7. Tablazat. A feladat adatai altalanos esetben

Ladak Eladtak Maradt Volt 6sszesen
I. lada X ?a ?
II. 1ada 3x+3 ?b ?
Il. lada 2(3x+3)=6x+6 10x+9 16x+15
dsszesen X+3x+3+6x+6=10x+9 236

236- (16x+15)= 221-16x ennyi maradt az. I. és a ll. ladaban 6sszesen eladas utan. Eloszlasuk:
(a, b, 10x+9), ahol a+b =221-16x ésb > 0.

3. A feladat kiegészitése Pélya-modszerével, segédkérdésekkel

Felvetédik a kérdés, hogyan juthatunk el a fenti megoldashoz, milyen segitséget kaphatunk
ehhez az indulaskor? Tanitoképz6s hallgatdkkal boncolgattuk a feladatot, a cél az volt, hogy
talaljunk egy elindulast és probaljuk folytatni. A feladatot el6szor atalakitottuk, ugy, hogy tudjuk
megoldani. Majd visszatértlink az eredeti feladathoz, majd ezt Pélya-mddszerével, segédkérdések
segitségével probaltuk megoldani. Ezt azért tartottam nagyon fontosnak, mert Pdlya szerint: ,a
kérdések kozil néhanyat a didk olyan jol elsajatithat, hogy végull fel tudja tenni maganak a
megfeleld kérdést a megfelel6 pillanatban, és igy magatdl jut el a megfelelé gondolatsorra...a diak
végul is megtanulja, hogyan kell helyesen alkalmazni ezeket a kérdéseket és utmutatasokat, és
ezzel olyasmit sajatit el, ami sokkal fontosabb barmilyen matematikai részletkérdés ismereténél”
[4]. A kdvetkezb kérdéssoron keresztul eljuthatunk a fentebb ismertetett feladatmegoldashoz:

1. A feladat megértése

Mibél induljunk ki? Mit keresunk? Mi itt az ismeretlen(ek)? Mit akarunk elérni? Mi van megadva?
Melyek az adatok? Valaszd ki és jegyezd le az adatokat és a feltételeket, vezess be alkalmas
jelolést, ha sziikséges! Rendszerezd ezeket tablazatba! Képzeld el, jatsszd el a szituaciot!

Van-e szikség tovabbi adatokra? Vannak folosleges adatok? Fogalmazd at a feladatot, hogy
jobban megértsd! Milyen &sszefiiggéseket latsz az eladott mennyiségek kézétt? Fiiggetlenek
egymastél? Nem tudnal az adatokbdl valami hasznosat levezetni? Tudnad 6sszesiteni az eladott
mennyiségeket? Mit kotink ki? Milyen kikdtés (feltétel) adott? Mit tudsz a megmaradt
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mennyiségekrél? Elegend6-e a kikotés az ismeretlenek meghatarozasara? Milyen dsszefliggést
latsz az ismeretlenek és az adatok kozott? Hogyan kapcsolédik az ismeretlen az adatokhoz?
Tudnad szemléltetni, abrat rajzolni?

2. Tervkészités

Talalkoztal mar hasonlo feladattal? Mi a nehézséged ezzel a problémaval, mi a probléma kritikus
eleme? (Mit6l nehéz neked ez a probléma?) Bontsd részekre a problémat, nem tudnad megoldani
legaldbb a feladat egy részét? Megvizsgalhatd egy sajatos esetben az &6sszefliggés az
ismeretlenek és az adatok k6zott?

3. A terv végrehajtasa

Talalj ki egy elindulast és probald folytatni! ird le a megoldasod Iépéseit és magyarazd 6ket.
Ellendrizz 1épésenként, hogy az esetleges hiba ne a végén deruljon ki.

Hany kilénb6zb megoldast talaltal ebben a sajatos esetben? Meddig folytathatd ez az eljaras?
Hany kilénb6zd megoldast talaltal? Tudnad ésszesiteni? Tudnal altalanositani?

Ha a terved nem vezetett eredményre, akkor keress masik tervet.

4. A megoldas vizsgalata

Tudnad ellendrizni az eredményt? Gondold at még egyszer a kész megoldast! Bizonyosodj meg
arrél, hogy a megoldas ésszerd, elfogadhaté. Felhasznaltal minden adatot? Szamitasba vetted az
egesz kikotést? Keress masik megoldasi médszert is. Alkoss Uj feladatot az adatok, a feltételek
valtoztatasaval.[4]

4. Osszegzés

Az iskolai matematikatanitas egyik legfontosabb feladata, hogy a matematikai gondolkodas
fejlesztése altal segitse a gondolkodas altalanos kultdrajanak kiteliesedését. Ennek érdekében
alapvetd célja elérni, hogy a tanulék mind inkabb ki tudjak valasztani, és alkalmazni tudjak a
mindennapi élet jelenségeihez illeszkedd matematikai modelleket, gondolkodasmodokat
(analogias, heurisztikus, becslésen alapuld, matematikai logikai, axiomatikus, konstruktiv, kreativ
sth.), médszereket (aritmetikai, algebrai, geometriai, fliggvénytani, statisztikai) és leirasokat [6].

A hatékony gondolkodasfejlesztés az elemi osztalyokban csak akkor valésulhat meg, ha az
alapfoku (elemi) oktatasban dolgozé pedagdogusok matematikai gondolkodasara is érvényesek a
fent felsoroltak. Konvergens gondolkodashoz vagyunk szokva, ezért egy divergens, tdbb
lehetséges kimenetellel rendelkezd feladat konnyen feladja a leckét. Algebrai uton, egyenlettel
nem minden feladat oldhaté meg, sét az elemisek gondolkodasahoz kdzelebb all a probalgatas
modszere, ezért nekiink ahhoz kell alkalmazkodni. A tablazatba rendezés, mint modszer, fontos
lehet sok feladat esetén. A hozzaallasunk egy feladathoz kulcsfontossagu.

Boncolgatva egy nehezebb feladatot, a legfontosabb, hogy taldljunk egy elindulast és
probaljuk folytatni. A feladatott alakitsuk at ugy, hogy tudjuk megoldani, majd visszatérink az
eredeti feladathoz Pdlya-modszerével, segédkérdések segitségével probaljuk megoldani a
problématipusu feladatokat.
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