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Összefoglalás
Az alábbi egyenletet vizsgáljuk.

x′′+a2(t)x= 0,

a(t) :=


√

g

l−ε
if 2kT ≤ t < (2k+1)T,√

g

l+ε
if (2k+1)T ≤ t < (2k+2)T, (k = 0,1, . . . )

ahol g és l jelöli rendre a gravitációs gyorsulás értékét, illetve az
inga hosszát. Az ε>0 paraméter méri a hintázás intenzitását. Be-
vezetjük a közeledő és távolodó megoldás fogalmát. Szükséges
és elegendő föltételt adunk a T és az ε paraméterek segítségével
a 2T -periodikus és a 4T -periodikus megoldások létezésére.
Abstract
The equation

x′′+a2(t)x= 0,

a(t) :=


√

g

l−ε
if 2kT ≤ t < (2k+1)T,√

g

l+ε
if (2k+1)T ≤ t < (2k+2)T, (k = 0,1, . . . )

is considered, where g and l denote the constant of gravity and
the length of the pendulum, respectively; ε > 0 is a parameter
measuring the intensity of swinging. Concepts of solutions going
away from the origin and approaching to the origin are introduced.
Necessary and sufficient conditions are given in terms of T and
ε for the existence of solutions of these types, which yield condi-
tions for the existence of 2T -periodic and 4T -periodic solutions as
special cases. The domain of instability, i.e. the Arnold tongues of
parametric resonance are deduced from these results.
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1. Bevezetés

Amint az tudott [1, 3, 17], a matematikai inga kis lengéseit leírja az alábbi lineáris differenciál-
egyenlet

x′′+
g

l
x= 0, (1)

ahol x jelöli a rúd és a függőlegesen lefelé mutató irány közötti irányított szöget, melyet úgy irányí-
tunk, hogy az óramutató járásával ellentétes irány a pozitív; g és l rendre a gravitációs konstans,
illetve a rúd hossza. Az egyenlet összes megoldása periodikus ugyanazzal a 2π

√
l/g periódussal, és

az x = x′ = 0 egyensúlyi helyzet stabil. Úgy tekintünk a hintára, annak modelljére, mint egy változó
hosszúságú ingára [13]. A hintázóról föltesszük, hogy célja: az egyensúlyi helyzet destabilizálása
egymást követő föl-le mozgással. Ennek eredményeként a tömegközéppontjának távolsága az in-
ga/hinta fölfüggesztési pontjától az időben periodikusan változik, amit leír a következő egyenlet

x′′+a2(t)x= 0,

a(t) :=


a1 :=

√
g

l−ε
ha 2kT ≤ t < (2k+1)T,

a2 :=

√
g

l+ε
ha (2k+1)T ≤ t < (2k+2)T, (k = 0,1, . . . ).

(2)

Ez egy periodikus együtthatós lineáris egyenlet (Hill-egyenlet [11, 15]), melyben az együttható in-
tervallumonként konstans függvény (Meissner-egyenlet [16, 18]). A feladat abban áll, hogy adjuk
meg a paramétertartományon (T, ε) az instabil zónákat a (2) egyenletre vonatkozóan (parametrikus
rezonancia). A Floquet Elméletet használva bizonyítható [1, 2, 17], hogy a stabilitási tartományok
egymástól különváló komponensek és ezen ún. Arnold-nyelveket határoló két görbe T = f(ε), T =
= g(ε) olyan pontokból áll, melyek megfelelnek a (2) egyenlet 2T -periodikus, illetve 4T -periodikus
megoldásainak.

Ebben a dolgozatban [3] megmutatjuk, hogy a hintázás ezen problémáját elemi geometriai mód-
szerekkel is tárgyalhatjuk. Föltételeket adunk arra, hogy a (2) egyenlet t 7→ (x(t;x0, x

′
0), x

′(t;x0, x
′
0))

trajektóriája kiindulva az (x, x′) fázissík P (x0, x′0) pontjából visszatérjen az L egyenes egy pontjába,
mely L az origó (0,0) és P pontok között halad úgy, hogy (x(2T ;x0, x

′
0), x

′(2T ;x0, x
′
0)) ∈ L. Egy ilyen

megoldás vagy távolodik az origótól, vagy közeledik ahhoz, vagy 2T vagy 4T periodikus.

2. A módszer

A (2) egyenletet a [6] cikkben látott módon kezelhetjük, mely módszer továbbfejlesztve a [7] dol-
gozatban megtalálható. A módszer lényege, hogy adva két pozitív számsorozatot {ak}∞k=1, {tk}∞k=0

úgy, hogy (limk→∞ tk =∞), továbbá t0 := 0, tekintsük a következő egyenletet

x′′+a2(t)x= 0, a(t) := ak if tk−1 ≤ t < tk (k ∈ N). (3)

Az x : [0,∞)→ R megoldása (3) egyenletnek, ha folytonosan differenciálható a [0,∞) intervallumon,
továbbá kétszer differenciálható és egyben megoldása az egyenletnek minden [tk−1, tk) intervallu-
mon valamely k ∈ N értékre. Bevezetve az új állapotváltozót y := x′/ak (3) egyenlet 2-dimenziós
rendszerként tekinthető

x′ = aky, y′ =−akx (tk−1 ≤ t < tk, k ∈ N). (4)

Garantálandó, hogy a (4) rendszer ekvivalens a (3) egyenlettel, elegendő előírni, hogy legyen x(tk)=
= x(tk−0), x′(tk) = x′(tk−0) (k ∈N), ahol f(t−0) jelöli az f függvény bal oldali határértékét a t-edik
időpontban. Ennek azonnal következménye, hogy egy további „összefüggőségi" föltételt kapunk a (4)
megoldásaira. Nevezetesen, az alábbit. Az első egyenlőséget mint kezdeti föltételt előírjuk a [tk, tk+1)
intervallumon. A másodikról ezek alapján láthatjuk, hogy ak+1y(tk)=aky(tk−0) minden k∈N esetén,
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ami egy újabb föltétel a [tk, tk+1) intervallumon. Ez azt jelenti, hogy az (3) ekvivalens egy impulzív
első rendű differenciálegyenlet-rendszerrelx′ = aky, y′ =−aky (tk−1 ≤ t < tk),

x(tk) = x(tk−0), y(tk) =
ak
ak+1

y(tk−0) (k ∈ N). (5)

Adva az x0, y0 kezdeti értékeket, könnyen konstruálhatjuk a (5) megoldását a [0,∞) intervallumon.
Megoldjuk a (4) egyenletet ezzel a kezdeti föltételekkelaz első részen: [t0, t1), és így kapjuk a megol-
dást (x1, y1):[t0, t1)→R2. Ezután definiáljuk a következőket: x2(t1):=x1(t1−0), y2(t1):=(a1/a2)y1(t1−
−0) és megoldjuk a (4) egyenletet ezekkel a kezdeti föltételekkel a [t1, t2) szakaszon, és ezt folytatjuk
tovább. Így eljutunk a (5) megoldásához a [t0,∞) félegyenesen a következő definíció segítségével

(x(t), y(t)) := (xk(t), yk(t)) if tk−1 ≤ t < tk, (k ∈ N). (6)

Mivel (x2(t)+y2(t))′ ≡ 0 az [tk−1, tk) intervallumon (k ∈ N), ezért azt mondhatjuk, hogy a trajektória
darabjai az origó körüli körökön vannak, és, hogy a t=tk időpillanatban a trajektória egy ugrást végez
az y-tengellyel párhuzamosan.

Köszönhetően a speciális formának, az impulzív (5) rendszer reprezentálható mint diszkrét dina-
mikus rendszer az (x, y) síkon. Polárkoordinátákat bevezetve r, ϕ a szokásos formulákkal

x= r cosϕ, y = r sinϕ (r > 0,−∞< ϕ<∞). (7)

Tudjuk, hogy r′(t)≡ 0 bármely megoldás mentén minden [tk−1, tk) intervallumon. Így

x′(t) =−r(t)ϕ′(t) sinϕ(t) = aky(t) = akr(t) sinϕ(t) (tk−1 ≤ t < tk),

kapjuk tehát, hogy
ϕ′(t) =−ak (tk−1 ≤ t < tk). (8)

Vagyis, a folytonos komponensek origó körüli egyenletes forgatások ak szögsebességgel, míg az im-
pulzív lépések kontrakciók vagy dilatációk az y-tengellyel párhuzamos irányban, 1 ábra. Tekintsük a

1. ábra. A dinamika néhány lépése

polárkoordinátákban megadott rendszert. Jelölje (rR, ϕR), and (rC , ϕC)=(ρ(r, ϕ;κ), φ(ϕ;κ)) az (r, ϕ)
fázispont képét rendre a rotáció, illetve a kontrakció-dilatáció során. Ekkor rR(r, ϕ) = r, ϕR(r, ϕ) =
= ϕ−θ ; továbbá,

ρ(r, ϕ;κ) =
√
x2+κ2y2 = r

√
1+(κ2−1) sin2 ϕ= f(ϕ;κ)r,

f(ϕ, κ) :=

√
1+(κ2−1) sin2 ϕ, (κ > 0,−∞< ϕ<∞).

Könnyű látni, hogy tanφ(ϕ;κ) = κy/x= κ tanϕ (x 6= 0), így

φ(ϕ;κ) :=


arctan(κ tanϕ)+

[
ϕ+

π

2
π

]
ha ϕ 6= (2k+1)

π

2
,

ϕ ha ϕ= (2k+1)
π

2
, (k ∈ Z),
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ahol [x] jelöli az x ∈ R egészrészét. Így a (5) rendszer polárkoordinátákban a követező alakot ölti
rk+1 = f

(
ϕk−ak+1(tk+1− tk);

ak+1

ak+2

)
rk,

ϕk+1 = φ

(
ϕk−ak+1(tk+1− tk);

ak+1

ak+2

)
,

(k = 0,1,2, . . . ). (9)

Az alábbi lemma összefoglalja az f és a φ függvények alapvető tulajdonságait. A lemma bizonyí-
tás a [7] dolgozatban megtalálható.

2.1. Lemma. 1. Minden κ > 0 esetén f(·;κ) : R→ (0,∞) páros és π-periodikus; továbbá,

f

(
φ(ϕ;κ);

1

κ

)
=

1

f(ϕ;κ)
(ϕ ∈ R)

.
2. Minden κ > 0 esetén φ(·;κ) és φ(·+π/2;κ)−π/2 páratlan, φ(·+kπ;κ) = φ(·;κ)+kπ (k ∈ Z) ;

továbbá,

φ

(
φ(ϕ;κ);

1

κ

)
= ϕ (ϕ ∈ R).

3. Ha 0< κ < 1, akkor bármely k ∈ Z esetén

φ(ϕ;κ)< ϕ if 2k
π

2
< ϕ< (2k+1)

π

2
,

φ(ϕ;κ)> ϕ if (2k+1)
π

2
< ϕ< 2(k+1)

π

2
.

4. Ha κ > 1,akkor a φ(ϕ;κ) és ϕ közötti egyenlőtlenségek értelme megfordul.

3. Eredmények

Transzformáljuk a (2) egyenletet egy olyan egyenletté, amely explicite tartalmazza az rezgetés
periódusát mint paramétert. Bevezetjük a τ = (π/T )t változót mint dimenziótlan időt és az új függő
változót z(τ) = x((T/π)τ). Ekkor a (2) a következő alakot ölti

z̈+A2(τ)z = 0, ˙( ) =
d
dτ

( ), (10)

ahol

A(τ) =
T

π
a

(
T

π
τ

)
=


T

π

√
g

l−ε
ha 2kπ ≤ τ < (2k+1)π,

T

π

√
g

l+ε
ha (2k+1)π ≤ τ < (2k+2)π (k ∈ Z+ := {0,1, . . .}).

A kényelem kedvéért használjuk az időre továbbra is a t-t a τ helyett, és az x, x′-t a z, ż helyett.
Bevezetve a λ := T/π paramétert, (10) a következőbe megy át

x′′+λ2Q(t)x= 0,

Q(t) =


a21 = a21(ε) :=

g

l−ε
ha 2kπ ≤ t < (2k+1)π,

a22 = a22(ε) :=
g

l+ε
ha (2k+1)π ≤ t < (2k+2)π (k ∈ Z+).

(11)

Legyenek

tk := kπ, a2k+1 := λa1, a2k+2 := λa2 (k ∈ Z+),

D :=
a1
a2
, d :=

a2
a1

(12)
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így (11) a (3)-nek felel meg.
Miután (7) polárkoordinátázás megtörtént, tekintsük a fázissíkon a mozgást. Induljon a trajektória

az r0, ϕ0 pontból a t0 = 0 pillanatban. Az első öt olyan állapot, amit figyelnünk kell a következő

r0 := r(0), ϕ0 :≡ ϕ(0) (mod 2π), −π ≤ ϕ0 < π;
r1 := r(π−0)(= r0), ϕ1 := ϕ(π−0);
r2 := r(π) = f (ϕ1;D) r1, ϕ2 := ϕ(π) = φ (ϕ1;D) ;
r3 := r(2π−0)(= r2), ϕ3 := ϕ(2π−0);
r4 := r(2π) = f(ϕ3; d)r3, ϕ4 := ϕ(2π) = φ(ϕ3; d),

(13)

(az indexelés eltér a (9)-belitől !, lásd 2 ábra).

2. ábra. A dinamika eső négy lépése

3.1. Definíció. A mozgást leíró egyenletrendszer egy megoldását 2π periódusú szögperiodikusnak
(illetve 4π periódusúnak) hívunk, ha

ϕ4 ≡ ϕ0 (mod 2π) (illetve, ha ϕ4 ≡ ϕ0−π (mod 2π)).

3.2. Definíció. A mozgást leíró egyenletrendszer 2π vagy 4π periódusú szögperiodikus megoldá-
sátközeledőnek (illetőleg távolodónak) hívunk, ha

r4 < r0 (illetőleg, ha r4 > r0).

Továbbá, a mozgást leíró egyenletrendszer egy megoldása 2π-periodikus (illetve 4π-periodikus) pon-
tosan akkor, ha szögperiodikus és r4 = r0.

3.1. Lemma. 1.A rendszer egy szögperiodikus megoldása közeledő (illetőleg távolodó) pontosan
akkor, ha

f (ϕ1;D)< f (ϕ0;D) (illetve, ha f (ϕ1;D)> f (ϕ0;D)).

2. A rendszer egy 2π vagy 4π periódusú szögperiodikus megoldása ugyanazzal a periódussal
periodikus akkor és csakis akkor, ha

f (ϕ1;D) = f (ϕ0;D) .

A bizonyítás megtalálható a [3] dolgozatban.
Ezek után kimondhatjuk fő eredményünket, megfogalmazva ezzel a (2) egyenlet periodikus meg-

oldásai létezésének föltételét.

3.2. Tétel. Bármely ε>0 estén léteznek a {Tk(ε)}∞k=1, {T̃k(ε)}∞k=1 sorozatok úgy, hogy a (2) egyenlet-
nek a T =Tk(ε) (illetve T = T̃k(ε)) értékekkel 2Tk(ε)-periodikus (illetve 4T̃k(ε)-periodikus) megoldásai
vannak. Továbbá,

0< T̃1 ≤ T̃2 < T1 ≤ T2 < T̃3 ≤ T̃4 < . . . ; lim
k→∞

Tk =∞, (14)
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és

lim
ε→0+0

2T2p+1(ε) = lim
ε→0+0

2T2p+2(ε) = (2p+2)

(
1

2

(
2π

√
l

g

))
,

lim
ε→0+0

2T̃2p+1(ε) = lim
ε→0+0

2T̃2p+2(ε) = (2p+1)

(
1

2

(
2π

√
l

g

)) (15)

érvényes minden p ∈ Z+ esetén.

A bizonyítás megtalálható a [3] cikkben.
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