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Osszefoglalds
Az alabbi egyenletet vizsgaljuk.

2" +a*(t)x =0,
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ahol g és | jeldli rendre a gravitacios gyorsulas értékét, illetve az
inga hosszat. Az e >0 paraméter méri a hintazas intenzitasat. Be-
vezetjliik a kbzeledb és tavolodd megoldas fogalmat. Sziikséges
és elegend6 féltételt adunk aT és az e paraméterek segitségével
a 2T -periodikus és a 4T -periodikus megoldasok létezésére.

Abstract
The equation

if2kT <t < (2k+1)T,

a(t) :
if(2k+1)T <t < (2k+2)T, (k=0,1,...
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is considered, where g and | denote the constant of gravity and
the length of the pendulum, respectively; ¢ > 0 is a parameter
measuring the intensity of swinging. Concepts of solutions going
away from the origin and approaching to the origin are introduced.
Necessary and sufficient conditions are given in terms of T' and
e for the existence of solutions of these types, which yield condi-
tions for the existence of 2T -periodic and 4T -periodic solutions as

special cases. The domain of instability, i.e. the Arnold tongues of
parametric resonance are deduced from these results.

if2kT <t < (2k+1)T,

a(t):
if2k+1)T <t < (2k+2)T, (k=0,1,...
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A hintazas linearis, lépcsésfliggvény-egyltthatés modelljének periodikus megoldasairdl

1. Bevezetés

Amint az tudott [1, 3, 17], a matematikai inga kis lengéseit leirja az alabbi linearis differencial-
egyenlet
'+ %x =0, (1)
ahol z jel6li a rad és a flggdlegesen lefelé mutatd irany kézotti iranyitott széget, melyet ugy iranyi-
tunk, hogy az éramutaté jarasaval ellentétes irany a pozitiv; g €s [ rendre a gravitacidos konstans,
illetve a rid hossza. Az egyenlet 6sszes megoldasa periodikus ugyanazzal a 27r\/% periédussal, és
az x = x' = 0 egyensulyi helyzet stabil. Ugy tekintiink a hintara, annak modelljére, mint egy valtozé
hosszusagu ingara [13]. A hintazérol foltesszik, hogy célja: az egyensulyi helyzet destabilizalasa
egymast kovetd fél-le mozgassal. Ennek eredményeként a tdémegkdzéppontjanak tavolsaga az in-
ga/hinta folfliggesztési pontjatdl az idében periodikusan valtozik, amit leir a kdvetkezd egyenlet

a" +a*(t)z =0,

ar =,/ ha2kT <t<(2k+1)T, @)
a(t) := [—¢

ap = HLE ha 2k+1)T <t< (2k+2)T,  (k=0,1,...).

Ez egy periodikus egydtthatos linearis egyenlet (Hill-egyenlet [11, 15]), melyben az egyltthaté in-
tervallumonként konstans fliggvény (Meissner-egyenlet [16, 18]). A feladat abban all, hogy adjuk
meg a paramétertartomanyon (T, ¢) az instabil zonakat a (2) egyenletre vonatkoz6an (parametrikus
rezonancia). A Floguet Elméletet hasznalva bizonyithat6 [1, 2, 17], hogy a stabilitasi tartomanyok
egymastoél kulénvaldé komponensek és ezen an. Arnold-nyelveket hatérold két gorbe T' = f(e), T =
= g(e) olyan pontokbdl all, melyek megfelelnek a (2) egyenlet 2T-periodikus, illetve 4T-periodikus
megoldasainak.

Ebben a dolgozatban [3] megmutatjuk, hogy a hintazas ezen problémajat elemi geometriai mod-
szerekkel is targyalhatjuk. Foltételeket adunk arra, hogy a (2) egyenlet ¢ — (z(t; zo, x(), ' (t; z0, ()
trajektéridja kiindulva az (z, 2') fazissik P(x¢, zj,) pontjabdl visszatérjen az L egyenes egy pontjaba,
mely L az origd (0,0) és P pontok kozétt halad Ggy, hogy (z(27'; xo, xp), 2’ (2T x0, () € L. Egy ilyen
megoldas vagy tavolodik az origétdl, vagy kézeledik ahhoz, vagy 27 vagy 47 periodikus.

2. A modszer

A (2) egyenletet a [6] cikkben latott médon kezelhetjik, mely modszer tovabbfejlesztve a [7] dol-
gozatban megtalalhat6. A modszer Iényege, hogy adva két pozitiv szamsorozatot {a,}32,, {tk}72,
agy, hogy (limy_, . tx = 00), tovabba ¢, := 0, tekintslik a kbvetkez6 egyenletet

" +a?(t)x =0, a(t) :=ay ifti—1 <t <ty (keN). (3)

Az z : [0,00) — R megoldasa (3) egyenletnek, ha folytonosan differencialhat6 a [0, oo) intervallumon,
tovabbéa kétszer differencialhatd és egyben megolddsa az egyenletnek minden [t;_1,t) intervallu-
mon valamely k € N értékre. Bevezetve az (] allapotvaltozét y := 2//ax (3) egyenlet 2-dimenzids
rendszerként tekinthetd

= ary, y' = —apT (tk—l <t<ty, ke N) (4)

Garantalandd, hogy a (4) rendszer ekvivalens a (3) egyenlettel, elegendd eléirni, hogy legyen x(t) =
=z(tp —0), 2'(tp) =2/ (tx —0) (k € N), ahol f(t—0) jel6li az f flggvény bal oldali hatarértékét a t-edik
idépontban. Ennek azonnal kdvetkezménye, hogy egy tovabbi ,6sszefliggdségi" foltételt kapunk a (4)
megoldasaira. Nevezetesen, az alabbit. Az elsd egyenldséget mint kezdeti foltételt eldirjuk a [tx, tir1)
intervallumon. A méasodikrdl ezek alapjan lathatjuk, hogy ax1y(tx) = ary(tx —0) minden k € N esetén,

43



Csizmadia Laszl6, Hatvani LaszI6

ami egy Ujabb féltétel a [tx, tx11) intervallumon. Ez azt jelenti, hogy az (3) ekvivalens egy impulziv
elsd rendl differencialegyenlet-rendszerrel

{ d=ay, Y =—-ary (1 <tE<ty),

o) =at-0) u(t) = ylt-0)  (keN) )

Adva az z,yo kezdeti értékeket, kdnnyen konstrudlhatjuk a (5) megoldasat a [0, co) intervallumon.
Megoldjuk a (4) egyenletet ezzel a kezdeti foltételekkelaz elsd részen: [ty, t1), €s igy kapjuk a megol-
dast (331, yl) : [to, tl)—>R2. Ezutan def|n|é|jUk a kovetkezOket : x9 (tl) ::xl(tl —0), Y2 (tl) = (al/ag)yl (tl —
—0) és megoldjuk a (4) egyenletet ezekkel a kezdeti foltételekkel a [¢1, t2) szakaszon, és ezt folytatjuk
tovabb. igy eljutunk a (5) megoldasahoz a [to, 00) félegyenesen a kovetkezd definicio segitségével

(z(t),y(t) == (wx(t), yr(t)) iftp_1 <t <tg, (k eN). (6)

Mivel (z2(t) +42(t)) =0 az [ty_1,t) intervallumon (k € N), ezért azt mondhatjuk, hogy a trajektoria
darabjai az orig6 korlli kérékdn vannak, és, hogy a t=t;, iddpillanatban a trajektéria egy ugrast végez
az y-tengellyel parhuzamosan.

Készénhetden a specialis formanak, az impulziv (5) rendszer reprezentalhaté mint diszkrét dina-
mikus rendszer az (z,y) sikon. Polarkoordinatakat bevezetve r, ¢ a szokdsos formulakkal

x=rcosp, Yy=rsinep (r>0,—00 < p<o0). (7)
Tudjuk, hogy /() = 0 barmely megoldas mentén minden [t;,_1, ;) intervallumon. igy
o' (t) = —r(t) (t) sinp(t) = arpy(t) = agr(t) sin p(t) (tp—1 <t <ty),
kapjuk tehat, hogy
o' (t) = —ay (th—1 <t <tg). (8)

Vagyis, a folytonos komponensek origé koruli egyenletes forgatasok a;, szégsebességgel, mig az im-
pulziv 1épések kontrakciok vagy dilataciok az y-tengellyel parhuzamos iranyban, 1 dbra. Tekintsik a

1. abra. A dinamika néhany lépése

polarkoordinatdkban megadott rendszert. Jelblje (rr, vr), and (rc, oc)=(p(r, p; ), ¢(p; k) az (r, )
fazispont képét rendre a rotacio, illetve a kontrakcio-dilatacié soran. Ekkor rr(r, ) =7, @r(r,¢) =
= ¢ —0; tovabba,

p(r, @i k) =V @? +K7Y? = r\/l + (k2 = 1)sin’ p = f(p; K)r,

flp, k)= \/1+(m2—1)sin2g0, (k>0,—00< p <00).

Kénny( l1atni, hogy tan ¢(¢; k) = ky/x = ktanp (x #0), igy

LT
¥Ty

arctan(k tan )+

Sin) im ha o # (2k+1),

v hag0:(2k+1)g, (ke Z),
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ahol [z] jeldli az = € R egészrészét. Igy a (5) rendszer polarkoordinatakban a kdvetezé alakot dlti

a
The1 = f <<Pk — apt1 (teg1 —te); a::) Ths
(k=0,1,2,...). (9)

ak+1
Ory1=¢ (‘Pk —apy1(ter1 —tr); > :
Ak+2

Az alabbi lemma &sszefoglalja az f és a ¢ figgvények alapvetd tulajdonsagait. A lemma bizonyi-
tas a [7] dolgozatban megtalalhaté.

2.1. Lemma. 1. Minden x > 0 esetén f(-;x) : R — (0, 00) paros és w-periodikus ; tovabba,

1 1
f (qﬁ(«p;/@); /-;> = o) (p €R)
2. Minden x > 0 esetén ¢(-; k) €s ¢(-+m/2; k) — /2 paratlan, ¢(-+krm; k) = ¢(; k) +km (kK €Z);
fovabba,

o (otnit)=¢ (e

3. Ha0 < k < 1, akkor barmely k € 7. esetén

T
57
B3 5) > @ if(2k:+1)g <p< 2(k+1)g.

O3 k) <@ ikag << (2k+1)

4. Ha k > 1,akkor a ¢(p; k) és ¢ kbzotti egyenlbtlenségek értelme megforaul.

3. Eredmények

Transzformaljuk a (2) egyenletet egy olyan egyenletté, amely explicite tartalmazza az rezgetés
periéduséat mint paramétert. Bevezetjik a 7 = (7/T)t valtozét mint dimenziétlan idét és az uj fuggd
valtozot z(7) = «((T/7)7). Ekkor a (2) a kdvetkez6 alakot olti

54 A%(1)2 =0, ()Z*()’ (10)

T
\/T ha 2km <7< (2k+ 1),
T /T T\ l—¢
A(T) = —a <7’>:
T

\/HT5 ha (2k+1)r <7< (2k+2)n  (keZy:={01,..}).

ahol

™

A kényelem kedvéért haszndljuk az idore tovabbra is a t-t a 7 helyett, és az z, 2/-t a z, 2z helyett.
Bevezetve a \ :=T'/w paramétert, (10) a kdvetkezObe megy at

2"+ 22Q(t)x =0,

a? =al(e) ::% ha 2km <t < (2k+1)m, (1)
Qt) =
a2 =a2(c) = % ha 2k+1)r <t< (2k+2)7r  (k€Zy).
Legyenek
g = km, A2k41 := AA1, A2k42 = A2 (ke€Zy),
D= ﬂ, d:= a2 (12)
as al
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igy (11) a (3)-nek felel meg.
Miutan (7) polarkoordinatdzas megtértént, tekintsik a fazissikon a mozgast. Induljon a trajektéria
az rg, o pontbdl a ty = 0 pillanatban. Az elsd 6t olyan allapot, amit figyelniink kell a kévetkezé

Tro ‘= T(0)7 @Yo = 90(0) (mOd 27T), —m < wo < T;
r1:=r(r—0)(=ro), 1 :=@(m—0);

ro:=r(m) = f(e1;D)r1,  @2:=p(1)=0¢(p1;D); (13)
rg:=r(2r—0)(=ra), w3 := (2 —0);

ryi=r(21) = f(es;d)rs,  @ai=@(27) = ¢(p3;d),

2. abra. A dinamika esé négy lépése

3.1. Definicié. A mozgast leird egyenletrendszer egy megoldasat 2w periddusu szdgperiodikusnak
(illetve 47 peribdusunak) hivunk, ha

w4 =¢o (mod 2m) (illetve, ha o4 = po—m (mod 27)).

3.2. Definicié. A mozgast leiré egyenletrendszer 2w vagy 4w periddusu szégperiodikus megolda-
satkbézeleddnek (illetbleg tavolodénak) hivunk, ha

rg<ro (illetbleg, ha r4>rp).

Tovabba, a mozgast leiré egyenletrendszer egy megoldéasa 2x-periodikus (illetve 47-periodikus) pon-
tosan akkor, ha szégperiodikus és r4 = ryg.

3.1. Lemma. 1.A rendszer egy szégperiodikus megoldasa kézeledb (illetbleg tavolodd) pontosan
akkor, ha

f(p1;D) < f(p0; D) (illetve, ha f (p1; D) > f (o; D)).

2. A rendszer egy 2w vagy 4rn periodusu szégperiodikus megoldasa ugyanazzal a periédussal
periodikus akkor és csakis akkor, ha

f(p1;D) = f (p0; D).

A bizonyitas megtalalhaté a [3] dolgozatban.
Ezek utan kimondhatjuk f6 eredménylinket, megfogalmazva ezzel a (2) egyenlet periodikus meg-
oldasai létezésének foltételét.

3.2. Tétel. Barmely >0 estén léteznek a {Tj,(¢)}32 ,, {Tvk(e)},;“; | sorozatok ugy, hogy a (2) egyenlet-
nek aT =Tj(c) (illetve T =T}, ()) értékekkel 2T} (¢)-periodikus (illetve AT}, (¢)-periodikus) megoldasai
vannak. Tovabba,

0<Ti<Th<Ti<Th<T3<Ty<.... lim T} = oo, (14)

k—o0
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. . 1
i 2T (€)= i 2Topia(e) = (2042 (z (2”

EE{E_O 2Topy1(e) = sgg—}-o 2Top12(e) = (2p+1) (2 (2#

érvényes minden p € 7., esetén.

A bizonyitas megtalalhat6 a [3] cikkben.
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