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Összefoglalás
Tetszőleges G átlós gráfra az EN (G) kiegészített szomszédsági
komplexus pontra összehúzható, míg az N (G[Km]) szomszéd-
sági komplexus homotóp ekvivalens egy gömbcsokorral. Azt sejt-
jük, hogy ez általában is igaz lesz. Azaz ha a G gráf az EN (G)
komplexus pontra összehúzható, akkor az N (G[Km]) komplexus
homotóp ekvivalens egy gömbcsokorral. Jelen cikkben az EN (G)
komplexus pontra összehúzhatóságának feltételeit vizsgájuk.
Abstract
For a chordal graph G the extended neighborhood complex
EN (G) contractible, while the neighborhood complex N (G[Km])
homotopy equivalent to a wedge of spheres. We conjecture that
this will also be true in general. If for the graph G the comp-
lex EN (G) contractible, then N (G[Km]) homotopy equivalent to
a wedge of spheres. In this note we study the conditions of cont-
ractible of the EN (G).

1. Bevezetés

Az első topologikus gráfszínezhetőségi tételt 1978-ban Lovász László igazolta Martin Kneser [7]
feladatának megválaszolásához. Lovász az eredeti kérdést átfogalmazta egy gráfszínezhetőségi
feladattá azzal, hogy definiálta a KGm,n Kneser gráfot. Tetszőleges 1 ≤ n és 2n ≤ m egészekre, a
KGm,n Kneser gráf csúcsai az [m] = {1, 2, . . . ,m} halmaz n-elemű részhalmazai, és két csúcs éllel
van összekötve, ha azok mint halmazok diszjunktak.

1. ábra. A KG5,2 Kneser gráf

Ilymódon a feladat a KGm,n gráf kromatikus számának meghatározására vezetett.
∗Kapcsolattartó szerző.
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1.1. Tétel. [ Lovász [9] ] A KGm,n Kneser gráf nem színezhető m− 2n+ 1 színnel.

Az így kapott kérdés megválaszolásához az alábbi általános, topologikus gráfszínezhetőségi té-
telt igazolta Lovász.

1.2. Tétel. [ Lovász [9] ] Ha aG gráf szomszédsági komplexusának topologikus összefüggősége (k−
1), akkor a G gráf nem színezhető k + 1 színnel.

Gráfok s-szeres színezését 1972-ben Gilbert vezette be [6]-ben a rádiófrekvencia kiosztási prob-
lémával kapcsolatban. További gyakorlati problémák, úgymint flottaszervízelés, munkafeladatok üte-
mezése vagy forgalomszinkronizálás tanulmányozása is a gráfok s-szeres színezésének feladatára
vezetnek [11]. Ugyanis ezen problémák matematikai modelljében a következő feladatot kell megolda-
nunk: egy megfelelő gráf csúcsaihoz egy bizonyos színhalmaz s elemű részhalmazainak egy olyan
hozzárendelését adjuk meg, mely éllel összekötött csúcsokhoz diszjunkt részhalmazokat rendel.

Az s-szeres színezés egy, a hagyományos színezésen keresztül való értelmezését adhatjuk a
G[Ks] gráf, a G gráf Ks teljes gráffal vett lexikografikus szorzatának segítségével. Ezen értelmezés
és Lovász 1.2 tétele alapján fogalmaztuk meg [3]-ben a következő, s-szeres színezésre vonatkozó
topologikus gráfszínezhetőségi állítást.

1.3. Állítás. [ Csorba és Osztényi [3] ] Ha a G[Ks] gráf szomszédsági komplexusának topologikus
összefüggősége (k − 1), akkor a G gráf nem színezhető s-szeresen k + 1 színnel.

Tehát, ha ismerjük a G[Ks] gráf szomszédsági komplexusának homotópia típussát, akkor alsó
becslést kapunk G s-szeres színezési számára. G átlós gráf esetén ez a helyzet, ugyanis tetszőle-
ges G átlós gráfra a G[Ks] lexikografikus szorzat ugyancsak átlós gráf. Csorba [2]-ban megmutatta,
hogy egy átlós gráf szomszédsági komplexusa homotóp ekvivalens egy gömbcsokorral. Így átlós gráf
esetén N (G[Ks]) szomszédsági komplexus homotóp ekvivalens egy gömbcsokorral, míg az EN (G)
kiegészített szomszédsági komplexus pontra összehúzható. A G gráf EN (G) kiegészített szomszéd-
sági komplexusa [3]-ben került bevezetésre a G[Ks] lexikografikus szorzat N (G[Ks]) szomszédsági
komplexusának az összefüggőségének a vizsgálata során. A [3]-beli eredmények szerint az EN (G)-
beli ”lyukak” megjelennek N (G[Ks])-ben s-től függetlenül. Míg abban az esetben, ha EN (G) pontra
összehúzható, az N (G[Ks]) komplexus összefüggősége nő s-sel. Azt sejtjük, hogy ha a G gráf
az EN (G) komplexus pontra összehúzható, akkor az N (G[Ks]) komplexus homotóp ekvivalens egy
gömbcsokorral. Jelen cikkben az EN (G) komplexus pontra összehúzhatóságának feltételeit vizsgá-
juk.

2. Előkészületek

Jelen fejezetben összegyűjtjük az alapvető fogalmakat és jelöléseket. A fogalmak és konstrukciók
részletes ismertetése megtalálható Bredon [1], Kozlov [8] és Matoušek [10] könyvekben.

2.1. Gráfelméleti elemek

Egy G gráf esetén mindig feltesszük, hogy véges, egyszerű és összefüggő. A csúcsok halmazát
V (G), az élek halmazát pedig E(G) jelöli. A G[Km] lexikografikus szorzat csúcshalmaza V (G) ×
{1, 2, . . . ,m}, és két csúcsa (u, i) és (v, j) akkor és csak akkor van éllel összekötve, ha uv éle G-nek
vagy u = v és i 6= j.

EgyG gráf átlós, ha bármely legalább 4 hosszú körében van átló. Az átlós gráfok karakterizációját
adja Dirac alábbi tétele.

2.1. Tétel. [ Dirac [4] ] Legyen G egy átlós gráf és H1 egy G-beli maximális teljes részgráf. Ekkor a
G-beli maximális teljes részgráfok sorbarendezhetőek (H1, H2, . . . ,Hk) úgy, hogy Hj ∩ (∪j−1i=1Hi) egy
G-beli teljes részgráf minden 2 ≤ j ≤ k.
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A gráfok s-szeres színezésének első precíz, matematikai megfogalmazását Stahl [5, 12] cikkeib-
ben találjuk. Tetszőleges s pozitív egész esetén, egy G gráf s-szeres színezése során a gráf minden
csúcsához s darab színt rendelük úgy, hogy szomszédos csúcsokhoz diszjunkt szín s-es tartozik.
Világos, hogy a G gráf s-szeres színezése a hagyományos színezés általánosítása, amikor minden
csúcshoz egy színt rendelünk. Továbbá a G gráf s-szeres színezései ekvivalencia osztályokat ha-
tároznak meg a G[Ks] gráf hagyományos színezéseinnek halmazán. A G[Ks] lexikografikus szorzat
kromatikus számát Geller és Stahl [5]-ben vizsgálták.

2.2. Algebrai topológiai eszközök

Az {x ∈ Rn : ‖x‖ ≤ 1} n-dimenziós gömböt jelölje Bn, a határát {x ∈ Rn : ‖x‖ = 1}, azaz az
(n− 1)-dimenziós gömbfelületet pedig Sn−1.

Az X és Y topologikus terekből az alábbi konstrukciókkal újabb topologikus tereket kapunk. Az
egyik legegyszerűbb ilyen eljárás, amikor a két teret két, kitüntetett pontjuknál "összeragasztjuk".
Azaz az X ∨ Y wedge szorzat legyen az X ∪ Y diszjunkt unió {x0, y0}-lal való faktorizáltja, ahol
x0 ∈ X és y0 ∈ Y a kitüntetett pontok. Természetesen tetszőleges számú {Xi}i∈I térnek vehetjük
a fentinek megfelelő

∨
i∈I Xi wedge szorzatát. Speciálisan, ha valamennyi Xi gömbfelület, akkor

a
∨

i∈I Xi teret gömbcsokornak nevezzük. Egy másik, ugyancsak hasznos konstrukció a két tér
join szorzata X ∗ Y , ami az X × Y × [0, 1]/ ≈ faktortér, ahol a ≈ a következő ekvivalencia reláció:
(x, y, 0) ≈ (x′, y, 0) minden x, x′ ∈ X és y ∈ Y esetén, és (x, y, 1) ≈ (x, y′, 1) minden x ∈ X és
y, y′ ∈ Y esetén.

Legyen X1, X2 két topologikus tér. Az f1, f2 : X1 → X2 leképezések homotóp ekvivalensek
(f1 ∼ f2), ha létezik F : X1 × [0, 1]→ X2 folytonos leképezés (homotópia) úgy, hogy F (x, 0) = f1(x)
és F (x, 1) = f2(x) minden x ∈ X1 esetén. Két topologikus tér, X1, X2 homotóp ekvivalens, illetve
ugyanaz a homotópia típusuk, ha léteznek f1 : X1 → X2 és f2 : X2 → X1 leképezések úgy, hogy

f2 ◦ f1 ∼ idX1 és f1 ◦ f2 ∼ idX2 ,

jelben X1 ∼ X2. Az egy pontú topologikus térrel homotóp ekvivalens teret pontra összehúzhatónak
hívjuk.

Két topologikus tér homotópia típusának különbözőségét gyakran egyszerűen megállapíthatjuk
a terekben található "lyukak" méretének segítségével. Ezen lyukak dimenzióját méri a topologikus
összefüggőség. Az X topologikus tér k-összefüggő, ha tetszőleges f : Sj → X folytonos leképezés
kiterjeszthető egy Bj+1 → X folytonos leképezéssé, minden 0 ≤ j ≤ k-ra. Azaz az X topologikus tér
pontosan akkor k-összefüggő, ha minden f : Sj → X folytonos leképezés homotóp ekvivalens egy
c : Sj → X konstans leképezéssel 0 ≤ j ≤ k-ra.

2.3. Kombinatorikus topológiai eszközök

Absztrakt szimpliciális komplexuson egy K = (V,K) párt értünk, ahol V (absztrakt)csúcsok
egy véges halmaza, K pedig V nem üres véges részhalmazainak, (absztrakt) szimplexek halmaza
úgy, hogy ∅ 6= σ ⊆ τ ∈ K akkor σ ∈ K. A K és L szimpliciális komplexusok join szorzata a
K ∗ L = K ∪ L ∪ {σ ∪ τ : σ ∈ K és τ ∈ L} absztrakt szimpliciális komplexus. Valahányszor egy K
szimpliciális komplexusnak valamilyen topologikus tulajdonságot adunk vagy valamilyen topologikus
eljárást végzünk vele, akkor mindig egy geometriai realizáltjának poliéderére gondolunk.

Egy tetszőleges G gráf esetén a Lovász által [9]-ban bevezetett N (G) szomszédsági komplexus
az az absztrakt szimpliciális komplexus, melynek csúcshalmaza V (G), és a csúcsok egy A részhal-
maza szimplex, ha van közös szomszédjuk G-ben. Jelölje 2V a V halmaz összes részhalmazának
halmazát. Az ugyancsak [9]-ban definiált cnG : 2V (G) → 2V (G) szomszédsági leképezés egy A
csúcshalmazhoz a közös szomszédjaik halmazát rendeli, azaz

cnG(A) := {v ∈ V (G) : (v, a) ∈ E(G) minden a ∈ A-ra}.

Ekkor N (G) = {A ⊆ V (G) : létezik v ∈ V (G) hogy A ⊆ cnG(v)}. Egy B ⊆ V (G) csúcshalmazra
bevezetjük az N (G) szomszédsági komplexus következő részkomplexusát

CNG(B) := {A ⊆ V (G) \B : létezik v ∈ B, hogy A ⊆ cnG(v)}.
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Egy tetszőleges G gráf esetén az EN (G) kiegészített szomszédsági komplexus csúcs halmaza
V (G), és a csúcsok egy A részhalmaza szimplex, ha van olyan v csúcsa G-nek, melyre A ⊆ cnG(v)∪
{v}. A szomszédsági leképezés kiegészítettjeként definiáljuk a cn∗G : 2V (G) → 2V (G) leképezést, mely
egy A csúcshalmazhoz a következőt rendeli

cn∗G(A) := cnG(A) ∪A

Ekkor
EN (G) = {B ⊆ V (G) : létezik v ∈ V (G), hogy B ⊆ cn∗G(v)}.

3. A kiegészített szomszédsági komplexus vizsgálata

Először a Km teljes gráfok kiegészített szomszédsági komplexusának homotópia típusát határoz-
zuk meg.

3.1. Állítás. []Tetszőleges m > 0 egészre a Km teljes gráf EN (Km) kiegészített szomszédsági
komplexusa pontra összehúzható.

Bizonyítás. Definíció szerint a Km teljes gráf kiegészített szomszédsági komplexusa egy m csúcsú
szimplex.

Ezután aG átlós gráfok kiegészített szomszédsági komplexusának a homotópia típusának a meg-
határozásához a következő állítást látjuk be.

3.2. Állítás. []Legyen a G gráf két indukált részgráfja G1 és G2, melyekre G1 ∩ G2 teljes gráf és
G = G1 ∪G2. Ekkor

EN (G) ' EN (G1) ∪ EN (G2).

Bizonyítás. Vegyük észre, hogy

EN (G) ∼= EN (G1) ∪ EN (G2) ∪ (EN (G1 ∩G2) ∗ CNG(G1 ∩G2)) .

Ugyanis EN (G) \ EN (G1) ∪ EN (G2)-beli A szimplexekre létezik v ∈ V (G1 ∩G2), hogy A ⊆ cn∗G(v),
továbbá A ∩ V (G1) \ V (G1 ∩G2) 6= ∅ és A ∩ V (G2) \ V (G1 ∩G2) 6= ∅. Viszont abból, hogy G1 ∩G2

teljesgráf, következik:

{A ⊆ V (G) : ∃ v ∈ V (G1 ∩G2), hogy A ⊆ cn∗G(v)} ∼= EN (G1 ∩G2) ∗ CNG(G1 ∩G2).

Azaz az EN (G) azon részkomplexusa, melynek szimplexei valamely v ∈ V (G1 ∩ G2)-re a cn∗G(v)
részhalmazai, egy szimplex és egy komplexus join szorzata. A [10]-beli 4.4.3-as állítása alapján ez a
szorzat k-összefüggő minden k-ra, így a 80. oldalon található megjegyzés szerint pontra összehúz-
ható.

Továbbá ezen komplexus metszete az EN (G1) és EN (G2) komplexusokkal is pontra összehúz-
ható:

EN (G1) ∩ (EN (G1 ∩G2) ∗ CNG(G1 ∩G2)) ∼= EN (G1 ∩G2) ∗ CNG1(G1 ∩G2),

EN (G2) ∩ (EN (G1 ∩G2) ∗ CNG(G1 ∩G2)) ∼= EN (G1 ∩G2) ∗ CNG2(G1 ∩G2).

Így a [8]-beli 15.25. tétele szerint EN (G) valóban homotóp ekvivalens EN (G1) ∪ EN (G2)-vel.

3.3. Állítás. []Tetszőleges G átlós gráf esetén EN (G) pontra összehúzható.

Bizonyítás. A Dirac tétel-beli felbontásra alkalmazva az előző állítást kapjuk az állítást.
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Tehát az átlós gráfok mindegyikére EN (G) pontra összehúzható, ám ennél bővebb az a gráfosz-
tály, mely elemeire EN (G) pontra összehúzható. Úgyanis az alábbi G gráf kiegészített szomszédsági
komplexusa egy szimplex, viszont van benne egy 4 hosszú kör, melynek egyik átlója sincs G-ben.

2. ábra. Egy nem átlós G gráf, melyre EN (G) pontra összehúzható

Igaz, hogy van átlómentes 4 hosszú köre a fenti G gráfnak, ám minden éle éle egy G-beli három-
szögnek. Ez egy szükséges feltétele EN (G) pontra összehúzhatóságának.

3.4. Tétel. []Ha a G gráfnak van olyan u0v0 ∈ E(G) éle, mely nem éle egyetlen G-beli háromszögnek
sem, de éle egy legalább 4 hosszú körnek. Ekkor EN (G) nem pontra összehúzható.

Bizonyítás. Vezessük be a V1 = cnG(u0) \ {v0} és V2 = cnG(v0) \ {u0} jelöléseket.

3. ábra

Megjegyezzük, hogy az EN (G) komplexus előáll a 2cn
∗
G(w) komplexusok uniójaként. Ezek után

vegyük EN 1 ∪ EN 2 felbontását az EN (G) komplexusnak, ahol

EN 1 = 2cn
∗
G(u0) ∪ 2cn

∗
G(v0) = 2V1∪{u0,v0} ∪ 2V2∪{u0,v0}

EN 2 =

 ⋃
w∈V (G)\{u0,v0}

2cn
∗
G(w)

 ∪ 2V1∪{u0} ∪ 2V2∪{v0}.

Két esetet kell megkülönböztetnünk:

1. eset, ha nem vezet él G-ben a V1 és V2 csúcshalmazok közt. Ekkor

EN 1 ∩ EN 2 = 2V1∪{u0} ∪ 2V2∪{v0},

így
EN (G) ' EN 2 ∨ S1.

Tehát ebben az esetben EN (G) nem pontra összehúzható.
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2. eset, ha vezet él G-ben V1 és V2 csúcshalmazok közt. Legyen két ilyen csúcs u1 ∈ cnG(u) és
v1 ∈ cnG(v). Ekkor

EN 1 ∩ EN 2 = 2V1∪{u0} ∪ 2V2∪{v0} ∪ (CNG(V1) ∗ u0) ∪ (CNG(V2) ∗ v0) .

Ebben az L = {{u0}, {u1}, {v0}, {v1}, {u0, u1}, {u1, v0}, {v0, v1}, {v1, u0}} részkomplexus homeomorf
S1-gyel. L nem pontra összehúzható EN 1 ∩ EN 2-ben, viszont pontra összehúzható EN 1 és EN 2

komplexusokban. Tehát ebben az esetben sem pontra összehúzható EN (G).

Ám nem elegendő, ugyanis a következő gráf minden éle benne van egy G-beli háromszögben,
mégis EN (G) ∼= S4.

4. ábra. Egy háromszögekből álló G gráf, melyre EN (G) nem pontra összehúzható
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