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Osszefoglalds

TetszBleges G atlds grafra az EN (G) kiegészitett szomszédsagi
komplexus pontra ésszehuzhatd, mig az N (G[K,,]) szomszéd-
sagi komplexus homotop ekvivalens egy gémbcsokorral. Azt sejt-
jik, hogy ez altalaban is igaz lesz. Azaz ha a G graf az EN(G)
komplexus pontra dsszehuzhatd, akkor az N (G[K,,]) komplexus
homotdp ekvivalens egy gémbcsokorral. Jelen cikkben az EN (G)
komplexus pontra 6sszehuzhatésaganak feltételeit vizsgajuk.
Abstract

For a chordal graph G the extended neighborhood complex
EN(G) contractible, while the neighborhood complex N (G[K,,])
homotopy equivalent to a wedge of spheres. We conjecture that
this will also be true in general. If for the graph G the comp-
lex EN(G) contractible, then N (G|K,,]) homotopy equivalent to
a wedge of spheres. In this note we study the conditions of cont-
ractible of the EN(G).

1. Bevezetés

Az els6 topologikus grafszinezhetdségi tételt 1978-ban Lovasz Laszl6 igazolta Martin Kneser [7]

feladatanak megvalaszolasahoz.

Lovasz az eredeti kérdést atfogalmazta egy grafszinezhetéségi

feladatta azzal, hogy definialta a KG,,,, Kneser grafot. Tetszdleges 1 < n és 2n < m egészekre, a

KG,,n Kneser graf csucsai az [m]

={1,2,...,m} halmaz n-elemi részhalmazai, és két csucs éllel

van 6sszekotve, ha azok mint halmazok diszjunkitak.

{1,3}

1. abra. A KGs 2 Kneser graf

llymédon a feladat a K G,, ,, graf kromatikus szamanak meghatarozasara vezetett.
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1.1. Tétel. [Lovasz [9]] A KG,,,, Kneser graf nem szinezheté m — 2n + 1 szinnel.

Az igy kapott kérdés megvalaszolasahoz az aldbbi altalanos, topologikus grafszinezhetbségi té-
telt igazolta Lovasz.

1.2. Tétel. [Lovasz [9]] Ha a G graf szomszédsagi komplexusanak topologikus dsszefiiggbsége (k—
1), akkor a G graf nem szinezhet6 k + 1 szinnel.

Grafok s-szeres szinezését 1972-ben Gilbert vezette be [6]-ben a radiéfrekvencia kiosztasi prob-
lémaval kapcsolatban. Tovabbi gyakorlati problémék, ugymint flottaszervizelés, munkafeladatok tte-
mezése vagy forgalomszinkronizalds tanulmanyozasa is a grafok s-szeres szinezésének feladatara
vezetnek [11]. Ugyanis ezen problémak matematikai modelljében a kdvetkez feladatot kell megolda-
nunk: egy megfeleld graf csucsaihoz egy bizonyos szinhalmaz s elem( részhalmazainak egy olyan
hozzarendelését adjuk meg, mely éllel 6sszekotdtt csucsokhoz diszjunkt részhalmazokat rendel.

Az s-szeres szinezés egy, a hagyomanyos szinezésen keresztll val6é értelmezését adhatjuk a
G[K,] graf, a G graf K teljes graffal vett lexikografikus szorzatanak segitségével. Ezen értelmezés
és Lovasz 1.2 tétele alapjan fogalmaztuk meg [3]-ben a kdvetkezd, s-szeres szinezésre vonatkozé
topologikus grafszinezhet6ségi allitast.

1.3. Allitds. [Csorba és Osztényi [3]] Ha a G[K,| graf szomszédségi komplexusénak topologikus
Osszefliggbsége (k — 1), akkor a G graf nem szinezhetd s-szeresen k + 1 szinnel.

Tehdt, ha ismerjik a G[K;| graf szomszédsagi komplexusdnak homotépia tipussat, akkor alsé
becslést kapunk G s-szeres szinezési szamara. G atlos graf esetén ez a helyzet, ugyanis tetszole-
ges G atlos grafra a G[K;] lexikografikus szorzat ugyancsak atlés graf. Csorba [2]-ban megmutatta,
hogy egy atlés graf szomszédsagi komplexusa homotép ekvivalens egy gdmbcsokorral. igy atlés graf
esetén NV (G[K;]) szomszédsagi komplexus homotdp ekvivalens egy gémbcsokorral, mig az EN(G)
kiegészitett szomszédsagi komplexus pontra 6sszehlzhaté. A G graf EN(G) kiegészitett szomszéd-
sagi komplexusa [3]-ben kerllt bevezetésre a G[K] lexikografikus szorzat N (G[K]) szomszédsagi
komplexusanak az 0sszefliggdségének a vizsgalata soran. A [3]-beli eredmények szerint az EN(G)-
beli "lyukak” megjelennek N (G[K])-ben s-t6l fliggetlendl. Mig abban az esetben, ha EN(G) pontra
6sszehlzhatd, az N(G[K;]) komplexus &sszefliggbsége nd s-sel. Azt sejtjik, hogy ha a G graf
az EN(G) komplexus pontra 6sszehlzhato, akkor az N'(G[K|) komplexus homot6p ekvivalens egy
gébmbcsokorral. Jelen cikkben az EN(G) komplexus pontra 6sszehlzhatésaganak feltételeit vizsga-
juk.

2. Elokeésziiletek

Jelen fejezetben 6sszegyljtjik az alapvetd fogalmakat és jeldléseket. A fogalmak és konstrukciok
részletes ismertetése megtalalhaté Bredon [1], Kozlov [8] és Matousek [10] kdnyvekben.

2.1. Grafelméleti elemek

Egy G graf esetén mindig feltessziik, hogy véges, egyszerii és dsszefliggd. A csucsok halmazat
V(Q), az élek halmazat pedig E(G) jeldli. A G[K,,] lexikografikus szorzat csucshalmaza V(G) x
{1,2,...,m}, és két csucsa (u, i) €s (v, j) akkor és csak akkor van éllel 6sszekdtve, ha uv éle G-nek
vagy u = v €S i # j.

Egy G gréaf atlos, ha barmely legalabb 4 hosszu kérében van atld. Az atlos grafok karakterizacidjat
adja Dirac alabbi tétele.

2.1. Tétel. [Dirac [4]] Legyen G egy atlos graf és H, egy G-beli maximalis teljes részgraf. Ekkor a
G-beli maximalis teljes részgrafok sorbarendezhetbek (Hy, Ha, . . ., Hy,) gy, hogy H; N (ug;} H;) egy
G-beli teljes részgraf minden 2 < j < k.
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A grafok s-szeres szinezésének els6 preciz, matematikai megfogalmazasat Stahl [5, 12] cikkeib-
ben talaljuk. Tetszbleges s pozitiv egész esetén, egy G graf s-szeres szinezése soran a graf minden
cslucsahoz s darab szint rendeliik gy, hogy szomszédos csucsokhoz diszjunkt szin s-es tartozik.
Vilagos, hogy a G graf s-szeres szinezése a hagyomanyos szinezés altalanositasa, amikor minden
csucshoz egy szint rendeliink. Tovabba a G graf s-szeres szinezései ekvivalencia osztalyokat ha-
taroznak meg a G[K| graf hagyomanyos szinezéseinnek halmazan. A G[K]| lexikografikus szorzat
kromatikus szamat Geller és Stahl [5]-ben vizsgaltak.

2.2. Algebrai topoldgiai eszk6zok

Az {z € R" : ||z|| < 1} n-dimenziés gémbét jeldlje B", a hatérat {z € R" : |z|| = 1}, azaz az
(n — 1)-dimenziés gémbfeliiletet pedig S™ .

Az X és Y topologikus terekbdl az alabbi konstrukcidkkal Gjabb topologikus tereket kapunk. Az
egyik legegyszerlibb ilyen eljards, amikor a két teret két, kitlintetett pontjuknél "6sszeragasztjuk".
Azaz az X VY wedge szorzat legyen az X UY diszjunkt unid {xg,yo}-lal valé faktorizaltja, ahol
zo € X és yo € Y a kitlintetett pontok. Természetesen tetszéleges szamu { X, };c; térnek vehetjik
a fentinek megfeleld \/,.; X; wedge szorzatat. Specialisan, ha valamennyi X; gémbfelllet, akkor
a \,c; X; teret gémbcesokornak nevezzikk. Egy masik, ugyancsak hasznos konstrukcio a ket tér
join szorzata X =Y, ami az X x Y x [0,1]/ ~ faktortér, ahol a ~ a kdvetkez6 ekvivalencia relacio:
(z,9,0) = (2/,4,0) minden z,2’ € X ésy € Y esetén, és (z,y,1) = (z,y/,1) minden z € X és
v,y €Y esetén.

Legyen X, X, két topologikus tér. Az fi, fo : X1 — X, leképezések homotop ekvivalensek
(fi ~ f2), halétezik F : X; x [0, 1] — X5 folytonos leképezés (homotdpia) ugy, hogy F(z,0) = fi(z)
és F(x,1) = fo(x) minden z € X; esetén. Két topologikus tér, X1, Xo homotdp ekvivalens, illetve
ugyanaz a homotdpia tipusuk, ha léteznek f; : X; — Xq €s fo : Xo — X, leképezések Ugy, hogy

foo fi~idx, €s fio fa~idx,,

jelben X1 ~ X5. Az egy pontu topologikus térrel homotdp ekvivalens teret pontra 6sszehtuzhatonak
hivjuk.

Két topologikus tér homotoépia tipusanak kilénb6z6ségét gyakran egyszerlien megallapithatjuk
a terekben talalhat6 "lyukak" méretének segitségével. Ezen lyukak dimenzidjat méri a topologikus
Osszefliggdség. Az X topologikus tér k-Gsszefiiggd, ha tetszbleges f : S — X folytonos leképezés
kiterjeszthetd egy B/+! — X folytonos leképezéssé, minden 0 < j < k-ra. Azaz az X topologikus tér
pontosan akkor k-0sszefliggd, ha minden f : S/ — X folytonos leképezés homotdp ekvivalens egy
c:S¥ — X konstans leképezéssel 0 < j < k-ra.

2.3. Kombinatorikus topoldgiai eszk6zok

Absztrakt szimplicialis komplexuson egy K = (V,K) part értink, ahol V (absztrakt)cstucsok
egy véges halmaza, K pedig V nem Ures véges részhalmazainak, (absztrakt) szimplexek halmaza
agy, hogy 0 # o C 7 € K akkor 0 € K. A K és L szimplicidlis komplexusok join szorzata a
KxL=KULU{oUT : 0 € Kést € L} absztrakt szimplicidlis komplexus. Valahanyszor egy K
szimplicidlis komplexusnak valamilyen topologikus tulajdonsagot adunk vagy valamilyen topologikus
eljarast végzink vele, akkor mindig egy geometriai realizaltjanak poliéderére gondolunk.

Egy tetszbleges G graf esetén a Lovasz altal [9]-ban bevezetett N'(G) szomszédsagi komplexus
az az absztrakt szimplicidlis komplexus, melynek csucshalmaza V (G), és a csucsok egy A részhal-
maza szimplex, ha van kdzds szomszédjuk G-ben. Jeldlie 2V a V halmaz 6sszes részhalmazanak
halmazat. Az ugyancsak [9]-ban definialt cng : 2V(@) — 2V(©) szomszédsagi leképezés egy A
csucshalmazhoz a kéz6s szomszédjaik halmazat rendeli, azaz

eng(A) :=={v e V(G) : (v,a) € E(G) minden a € A-ra}.

Ekkor N(G) = {A C V(Q) : létezik v € V(G) hogy A C ecng(v)}. EQy B C V(G) csucshalmazra
bevezetjlik az N'(G) szomszédsagi komplexus kdvetkezd részkomplexusat

CNg(B):={ACV(G)\ B : létezik v € B, hogy A C cng(v)}.
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Egy tetszbleges G graf esetén az EN(G) kiegészitett szomszédsagi komplexus cslcs halmaza
V (@), és a csucsok egy A részhalmaza szimplex, ha van olyan v csucsa G-nek, melyre A C eng(v)U
{v}. A szomszédsagi leképezés kiegészitettjeként definialjuk a cn, : 2V(@) — 2V(G) |eképezést, mely
egy A csucshalmazhoz a kdvetkezoét rendeli

eng(A) == eng(A) U A

Ekkor
EN(G)={B CV(G): létezik v € V(G), hogy B C cng(v)}.

3. A kiegészitett szomszédsagi komplexus vizsgalata

Elészér a K, teljes grafok kiegészitett szomszédsagi komplexusanak homotdpia tipusat hataroz-
zuk meg.

3.1. Allitas. [JTetsz6leges m > 0 egészre a K,, teljes graf EN (K,,) kiegészitett szomszédsdgi
komplexusa pontra 6sszehtzhato.

Bizonyitas. Definicid szerint a K, teljes graf kiegészitett szomszédsagi komplexusa egy m csucsu
szimplex. O

Ezutan a G atl6s grafok kiegészitett szomszédsagi komplexusanak a homotépia tipusanak a meg-
hatarozasahoz a kdvetkez6 allitast latjuk be.

3.2. Allitas. [[Legyen a G graf két indukalt részgrafia G, és Go, melyekre Gi N G, teljes graf és
G = G1 UGs. Ekkor
EN(G) ~ EN(G1) UEN(G2).

Bizonyitas. Vegyulk észre, hogy
EN(G) ZEN(G1) UEN (G2) U (EN(G1NGo) *CNg(G1NG,)) .

Ugyanis EN(G) \ EN(G1) U EN(G2)-beli A szimplexekre létezik v € V(G N G2), hogy A C eng(v),
tovabbad ANV (G1) \V(G1 N Gy) # 0 és ANV (Ge) \ V(G1 NGy) # 0. Viszont abbdl, hogy G1 N G
teljesgraf, kbvetkezik:

{ACV(G): F3veV(GiNGy), hogy A C eng(v)} = EN(G1 N G2) xCNg(G1 N Ge).

Azaz az EN(G) azon részkomplexusa, melynek szimplexei valamely v € V(G N Ga)-re a enf(v)
részhalmazai, egy szimplex és egy komplexus join szorzata. A [10]-beli 4.4.3-as allitasa alapjan ez a
szorzat k-0sszefliggd minden k-ra, igy a 80. oldalon talalhaté6 megjegyzés szerint pontra 6sszehlz-
hato.
Tovabba ezen komplexus metszete az EN(G1) és EN(G2) komplexusokkal is pontra sszehlz-
hato:
EN(G1)N(EN(G1NG2) *CN(G1 N Gy)) 2 EN(G1NG2) *CN g, (G1 N Ga),

5N(G2) N (EN(Gl N Gz) * CNg(Gl N G2)) = SN(Gl N Gz) * CNG2 (Gl N Gg)
igy a [8]-beli 15.25. tétele szerint EN(G) valdban homotdp ekvivalens EN(G1) U EN(Ga)-vel. O

3.3. Allitas. [[Tetsz6leges G atlés graf esetén EN'(G) pontra 6sszehtizhaté.

Bizonyitas. A Dirac tétel-beli felbontasra alkalmazva az el6z6 allitast kapjuk az allitast. O
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Tehat az atlés grafok mindegyikére EN(G) pontra 6sszehuzhatd, am ennél bévebb az a grafosz-
taly, mely elemeire EN(G) pontra 6sszehlzhatéd. Ugyanis az alabbi G graf kiegészitett szomszédsagi
komplexusa egy szimplex, viszont van benne egy 4 hosszu kér, melynek egyik atl6ja sincs G-ben.

2. abra. Egy nem atlés G graf, melyre EN (G) pontra ésszehtzhato

Igaz, hogy van atlémentes 4 hosszu kore a fenti G grafnak, am minden éle éle egy G-beli harom-
szdgnek. Ez egy szlkséges feltétele EN(G) pontra 6sszehlzhatésaganak.

3.4. Tétel. [[Ha a G grafnak van olyan ugvy € E(G) éle, mely nem éle egyetlen G-beli haromszdgnek
sem, de éle egy legalabb 4 hosszu kérnek. Ekkor EN'(G) nem pontra 6sszehuzhatd.

Bizonyitas. Vezessuk be a V; = cng(uo) \ {vo} €s Va = cng(vo) \ {uo} jeldléseket.

3. abra

Megjegyezziik, hogy az EN(G) komplexus eldall a 2¢¢(*) komplexusok unidjaként. Ezek utan
vegylk EN1 U EN, felbontasat az EN(G) komplexusnak, ahol

ENy = 26n6:(u0) ) geny(v0) — gVal{uo.ua} ( 9VaU(uoseo}

sm( U 2cna<w>> U lua} a0t
weV (G)\{uo,vo}

Két esetet kell megkilénbdztetnliink:

1. eset, ha nem vezet él G-ben a V; és V; cslicshalmazok kézt. Ekkor
gNl N €N2 = 2V1U{u0} U 2V2U{’U0}’

igy
EN(G) ~ EN, VS,

Tehat ebben az esetben EN(G) nem pontra 6sszehlzhato6.
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2. eset, ha vezet él G-ben V; és V, csucshalmazok kbézt. Legyen két ilyen csucs u; € cng(u) és
v1 € eng(v). Ekkor

EN1NEN, = 2V1Vtuo} j 9Vallvo} (| (CN (V1)  ug) U (CN @ (Va) * vg) .

Ebben az £ = {{UO}, {ul}, {Uo}, {1)1}, {UO, ul}, {ul, ?)0}, {1)0, 1)1}, {1)1, UO}} részkomplexus homeomorf
St-gyel. £ nem pontra dsszehtizhaté EN N ENa-ben, viszont pontra dsszehlizhatdé ENy és ENy
komplexusokban. Tehat ebben az esetben sem pontra 6sszehlzhaté EN(G). O

Am nem elegendd, ugyanis a kévetkezd graf minden éle benne van egy G-beli haromszdgben,
mégis EN(G) = S*.

4. abra. Egy haromszdgekbdl allé G graf, melyre EN (G) nem pontra ésszehuzhaté
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