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Osszefoglaléds

Valdszinliség maximalizalasi problémakat oldunk meg belsé
kozelitéssel. A megoldas modszere analog a p-efficiens pontok
klasszikus modszerével, azonban a valbésziniiségi fliggvény
szinthalmazai kézelitése helyett az epigrafot kézelitjlik. Jelen

és az elbzetes tesztelés eredményeit mutatjuk be.

Abstract

We solve probability maximization problem by inner
approximation. The method of the solution is analogous to the
classical method of the p-efficient points, but we approximate
the epigraph instead of the level sets of probabilistic function. In
this issue we present Matlab implementation details and the
results of preliminary testing.

1. Bevezetés

Az infokommunikaciés technolégiak fejlédése, példaul a smart grid és a kozlekedési

rendszerek teruletén,

szukségessé teszik olyan

modszerek kidolgozasat, amelyekkel

valoszinlségi korlatokat tudunk kezelni.
Kétféle problémaval foglalkozunk. Egyrészt valoszinlség maximalizalassal a kodvetkezd

alakban:

max P(Tx > &)
Ax < b korlatozo feltétel mellett.

Masrészt valészinliségi korlat kezelése az alabbi formaban:

min c’x
P(Tx = &) = p és Ax < b korlatozo feltételek mellett.

A fenti feladatokban x a dontési valtozokat tartalmazé vektor, A és T matrixok, b és ¢ megfeleld
méretli vektorok. A p valoszinliség adott (0 <p < 1) és a & véletlen vektor eloszlasa ismert.
Feltételezziik, hogy az F(z) = P(z = &) egyiittes eloszlasfliiggvény logkonkav, ezért a ®(z) =
—log F(z) konvex. A tovabbiakban ezzel dolgozunk.

A véletlen eljaras soran alkalmazott mdodszerek a [3,2] cikkekben részletesen kifejtésre
kerultek. Jelen dolgozatban a modszer teszteléséhez hasznalt implementaciot és a
tesztfeladatokon kapott eredményeket mutatjuk be.
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2. Az alkalmazott modszer szemléltetése

A feladat megoldasa két részbél all. A mester feladat egy linearis programozasi feladat, a
javitd oszlopok keresése pedig korlatozas nélkili konvex minimalizalasi feladat. Az eljaras iterativ,
mindig olyan Gjabb probapontot kerestink, amelynek a felvételével leginkabb javul a célfiiggvény
értéke. Az alkalmazott eljaras a Prékopa-féle dualis megkozelités [7] egy modositott valtozata,
amelyben a fluggvény epigrafjat kodzelitjok, nem pedig a szinthalmazt. A korlatozas neélkdli
minimalizalast gradiens modszerrel oldjuk meg [3]-ban, a véletlenitett eljarasban, [2]-ben a
gradiensnek egy véletlen kdzelitését hasznaljuk.

A [3]-ban belsd kozelitést alkalmaztunk a valdszinlségi fuggvényre, amit az 1. abra
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1. dbra. A valbszinliségi fliggvény belsé kdzelitése

szemléltet. Ez a mddszer pontos, de nagyon munkaigényes.

A [2]-es cikkben a [3]-ban alkalmazott bels6 kdzelités egy véletlen valtozata van kidolgozva.
A moddszer azért j6, mert ha pontatlanul szamoljuk ki a gradienseket, akkor is felsé becslést adunk
a flggvényre. A probapontok nem pontosan vannak megallapitva, de ezekben az elcsusztatott
pontokban a figgvényértékeket elég pontosan szamitjuk ki (2. abra).
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2. abra. A valésziniiségi fliggvény véletlen modszerrel kapott kbzelitése
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3. Az implementacié

A megoldas implementalasara Matlabot hasznaltunk az IBM ILOG CPLEX (12.6.3. verzid)
optimalizalasi eszkdztarral.

3.1. A mester (master) feladat

A feladat megoldasa soran standard normalis eloszlast feltételezink. Legyen r a véletlen
vektor komponenseinek szama, ez egyenlé a T matrix sorainak szamaval.

El6szor kereslink egy megfelelé z, € R" vektort, amelyik a primal feladat egy lehetséges
megoldasa. Ez a kévetkezd feladat megoldasaval térténik:

max t
1t—-Tx<0 (1)
Ax < b,

ahol t € R és 1 € R" csupa egyesekbdl allé6 vektor. Ha (1) nem megoldhatd feladat, akkor az
eredeti feladatnak sincs megoldasa. Masrészt, ha a célérték nincs korlatozva, akkor az eredeti
feladatban 1 valoszinliség érhet6 el.
Legyen z, = 1t*, ahol t* az (1) feladatnak egy optimalis megoldasa.
Legyen Z c R" egy olyan kocka, amelyen kivili valoszin(iségi suly elhanyagolhato. Mivel standard
normal eloszlassal dolgozunk, az r dimenzidés Z kockat az origbéra szimmetrikusnak tekintjik.
Kisérleteinkben olyan kockaval dolgoztunk, amelyre P(Z) = 0,99.
Legyen z™¥ = (z{"**,...,z"**) a Z kocka maximalis cslcsa. A megoldas megkonnyitése
érdekében a z, mellett a z;(I = 1,..,7), 2,41, Zr+2 Vektorok hozzaadasaval inicializaljuk a primal
feladatot, ahol z; = (z{"*, ..., z["%%, 0, z[}Y, ..., 2"*) a Z kocka z™?* csucsabdl induld élek
felez6pontjai és z,.,1 = 0, z,,, = z™*. A 2. dbran ezek a prébapontok lathatok.

A mester feladatot a CPLEX simplex megolddjaval oldottuk meg, 10™* tolerancia
alkalmazasaval.

3.2. A valésziniiségi fuggvény adatainak meghatarozasara szolgalé kutfé (az oracle)

A kutf6 minden iteracidban kozelité megoldast keres a max,{ti’z — ®(z)} problémara.
Atfogalmazva minimalizaliuk a ®(z) — %' z fiiggvényt, ahol % a mester feladat optimalis dualis
valtozdja. A z vektort a mester feladat egy lehetséges oszlopaként képzelhetjik el. Az optimalis z
az az oszlopvektor, amelyhez legjobb redukalt ar tartozik a szimplex moddszer szabalyai szerint. A
prébapontokat gradiens modszerrel kerestik, a [6] 8.1 fejezetében kifejtett aranymetszést
alkalmazva az iranymenti keresésre.

Minden iteraciéban szamolni kell az F(z) tobbdimenzids normal eloszlasfliiggvény
fuggvényeértékét és gradiensvektorat. Ehhez a szamitdshoz a [8] Prékopa-kdonyv 6.6.4.
szakaszaban talalhatd képleteket hasznaljuk. Ezeknek a képleteknek a segitségével a
tobbdimenzids eloszlasfuggvény gradiensének kiszamitasa leegyszerlisodik a feltételes
eloszlasfuggveény-értékek kiszamitasara. A normalis eloszlasok esetén a feltételes eloszlasok is
normalisak.

A tobbvaltozés normal eloszlasértékek numerikus szamitasat Genz altal [4] szerint
implementalt QSIMVNV Matlab fliggvény segitségével végeztik.

4. Szamitasok
4.1. A tesztfeladat

A véletlenitett médszer teszteléséhez a [3]-ban ismertetett feladatok kézul a ,cash matching”
feladatot hasznaltuk fel. A feladatban, mely normalis valészinlségi eloszlasu 15 dimenziés feladat,
bizonyos pénzeszkdzoket kell befektetni egy nyugdijalap nevében ugy, hogy bizonyos kifizetéseket
az elkovetkezd 15 évben kell elvégezni. A részletes ismertetés [1,5]-ben talalhato.
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A tesztfeladatot eredetileg koltségbecsléssel alakitottuk ki, valésziniiségi korlat mellett. A
feladatot a valdszinliség maximalizalasara forditottuk at. A koltségkorlatok jobb oldalat ugy
allitottuk be, hogy a megfeleld optimalis valdszinlségi szint p = 0,99 legyen. Ezekre a
szamitasokra Szantai szamitogépes kodjat hasznaltuk [9].

Az elbzetes tesztekben a futasi id6ket vizsgaltuk kildénb6zé pontossagu becslések esetén. A
Genz-féle kdédban a gradiens kiszamitasa szimulaciés eljarassal térténik, a mintaszam befolyasolja
a pontossagot. Kilénbdz6 (250, 500, 1000 és 2000) mintaszamokkal végeztink futtatadsokat (10-et
minden mintaszam esetén) és ezeket atlagoltuk. Az iteraciok szama minden esetben 50 volt. Azt
vizsgaltuk, hogy milyen 6sszefliggés van a mintaszam és a futasi id6 kozott, illetve, hogy a
mintaszam mennyiben befolyasolja azt, hogy a megoldas milyen gyorsan konvergal az
optimumhoz. Azért, hogy az optimumhoz valé konvergalast 6sszehasonlithassuk, képeztik az
egyes mintaszamok esetén a 10 futtataskor kapott valészinliségek atlagait, majd ezen atlagok és
az elvart p valoszinliségi szint RMSE (root mean squared error) értékeit szamitottuk ki a kdvetkezé
képlet alapjan:

n o )2
RMSE,, = M )

n

ahol m a mintaszam, n az iteraciok szama, p; ,, az m mintaszam esetén, az i-edik iteracié soran
kapott valészinliségek atlaga.

4.2. Futasi eredmények

A 3. abran jél lathatd, hogy a kisebb mintaszamok esetén a valoszinlség lassabban
konvergal az optimumhoz, s hogy a kiloénb6zé futasi eredmények kozott is nagyobb a kilénbség.
A nagyobb mintaszam esetén az optimumhoz valé konvergencia sokkal gyorsabb.

Az RMSE (2) alapjan kiszamitott értékeit az 1. tablazat tartalmazza. Az értékek jol lathatéan
mutatjak, hogy a mintaszam nodvekedésével csokken a hiba, tehat egyre pontosabb eredményeket
kapunk.

1. Tablazat. A szamitott RMSE értékek

Mintaszam | 250 500 1000 2000
RMSE 0,0064 | 0,0060 | 0,0057 | 0,0056

A 10 futtatas futasi id6inek atlagait az 1. tablazat tartalmazza. A tablazatban jél latszik, hogy
a nagyobb mintaszamok esetén a futasi id6 megndvekszik.

2. Tablazat. Az atlagos futasi id6k

Mintaszam | 250 500 1000 2000
Futasi idé (s) | 170,95 | 193,37 | 252,42 | 398,82

4.3. Eredmények értékelése

Az eredmények alapjan elmondhatd, hogy a pontosabb eredmény kiszamitasa nagyobb
futasi idét eredményez. Az még tovabbi vizsgalatot igényel, hogy milyen mintaszammal érdemes a
Genz kédot meghivni, illetve, hogy hany iteracido utan érdemes megallni, vagyis mi legyen a
megallas feltétele, mivel a tesztelés soran konstans iteracié szammal dolgoztunk.
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5. Osszefoglalas

A [3] cikkben a valészinliségi korlatos feladatot belsé kdzelitéssel oldottuk meg. Ez pontos

megoldast eredmeényezett, de nagy futasi idével. Jelen dolgozatban a [2]-ben kidolgozott
véletlenitett eljaras implementacidjat és tesztelését mutattuk be. Ebben a mddszerben a gradiens
szamitdsa nem annyira pontos, mint a belsé kozelitéssel vald megoldas, viszont a
fuggvényertékeket megfelelé pontossaggal szamitjuk ki, az epigrafot igy is felulrél kozelitjik. Ez a
fajta megkozelités kisebb szamitasi eréforrast igényel, mivel a gradiensnek kozelité szamitasa is
elegendé.
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3. abra. Az iteracidk soran kapott valdészinliségek kiilbnb6z6é mintaszamok esetén
(vizszintes tengely: iteraciok szama; fliiggdleges tengely: a kapott valészinliség)
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