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illeszkedésvizsgalat, Eloszlascsaladokhoz valé illeszkedés vizsgalata a matematikai statisz-
hatareloszlas-tétel tikanak a hipotézisvizsgalathoz tartozo teriilete. Ennek az 6sszefoglalo
Keywords: cikknek az a célja, hogy attekintést adjon az ezen a tertileten elért leg-
goddness-of-fit, els6 eredmeényekrél. Felidézzik az elsé teszteket, amelyekkel régzitett
asymptotic distribution theorem eloszlashoz valo illeszkedést lehet ellenérizni, valamint, hogy hogyan
Clicktorténet: lalaltak meg ezeknek a tesztstatisztikaknak a hatareloszlasait. Majd az

els6é dsszetett illeszkedésvizsgalati médszereket és hatareloszlasukat
elevenitjlik fel. Ezen eljarasok két nagy osztalyat targyaljuk részlete-
sen, az egyik a minta eloszlasanak és az eloszlascsaldd eloszlasainak
tavolsagan alapuld tesztek, a masik a regresszio-, illetve korrelaciotesz-
tek.

Abstract

Goodness of fit to family of distribution belongs to hypothesis tests of
mathematical statistics. The goal of this paper is to give a summary of
the first results of this area. For the overview we recall the first tests
which are suitable for goodness of fit to a fixed distribution paying spe-
cial attention to the development of the asymptotic theory of goodness
of fit tests. The goodness of fit to family of distributions and their asymp-
totic theories are considered, focusing on two classes of this procedure:
tests of fit based on the empirical distribution function (EDF), and the
regression and correlation tests of fit.
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1. Bevezetés

A hipotézisvizsgalat, és ezen bellll az illeszkedésvizsgalat fontos terlilete a matematikai statisztikanak. Arra
a kérdésre, hogy mikor mer(lt fel az elsd ilyen tipusu probléma az emberiség térténetében, a teljes ismeret
hidnyaban nem tudunk teljes bizonyossaggal vélaszolni. Annyit tudunk, hogy 1812-ben Laplace csillagaszati
vizsgalataiban statisztikai modszert hasznalt annak a hipotézisnek az eldéntésére, hogy a naprendszer ist6-
kodsei szerves részei a naprendszernek, vagy csak kiilsé behatolok. Ha csak kiilsd behatolék az istékdsok,
akkor palyasikjuk és az ekliptika k6z6tti sz6g egyenletes eloszlasu kell legyen a (0, 27) intervallumon, vagyis
egy illeszkedésvizsgalatot kellett elvégeznie.

Az illeszkedésvizsgalat igazi uttérdi K. Pearson, E. S. Pearson, A. Fisher és J. Neymann voltak, akik az els6
eljarasokat dolgoztak ki annak a hipotézisnek az eldéntésére, hogy egy véletlen mennyiség eloszlasa a minta
gyakorisageloszlasa alapjan tekinthet6-e egy megadott F' eloszlassal megegyezdnek. Ezt nevezziik egyszeri
illeszkedésvizsgalatnak. Késébb szilikség lett olyan eljarasokra is, melyekkel arrél a hipotézisrdl tudtak déntést
hozni, hogy a minta egy megadott eloszlascsaladbdl szarmazik-e. Ezeket az eljarasokat nevezzik dsszetett
illeszkedésvizsgalatnak.

Ennek a cikknek az a célja, hogy bemutassa az dsszetett illeszkedésvizsgdlat elsd fontos eljarasait. Ehhez
del Barrio, Cuesta-Albertos és Matran [17] cikkét hasznaltuk, amely cikkben egy kitliné dsszefoglalas talal-
hat6. Az eljarasok bemutatasa alatt egyrészt a pontos modszer, a tesztstatisztika, masrészt a tesztstatisztika
hatareloszlasanak megadasat értjik. A 2. fejezetben a régzitett eloszlashoz illeszkedés vizsgalatara hasznalt
legels6 mddszereket mutatjuk be. A 3. fejezetben az 6sszetett illeszkedésvizsgalati eljarasokat targyaljuk.
Ezen eljarasok két nagy osztalyat mutatjuk be részletesen, az egyik a minta eloszlasanak és az eloszlascsa-
lad eloszlasainak tavolsagan alapulé tesztek (3.1. fejezet), a masik a regresszio-, illetve korrelaciotesztek (3.2.
fejezet).

*Kapcsolattarté szerzé.
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A kovetkezbdkben bevezetjiik az altalunk hasznalt jeldléseket. A nemnegativ egészek halmazat N, a valos
szamok halmazat R és a komplex szamok halmazat C jeldli. Minden véletlen valtozé ugyanazon (Q, A, P)
valoszinliségi mezdn van definialva. Jeldlie 14 az A esemény indikator valtozéjat. Legyenek Xi,..., X,
figgetlen azonos eloszlasu véletlen valtozdk, vagyis egy statisztikai minta. Jeldlie F(x), « € R, a véaltozok
kdzds eloszlasfliggvényét, és

Qp(t)=F't):=inf{z e R: F(x) >t}, te(0,1), (1)
az F eloszlasfiiggvény kvantilisfiggvényét. Legyen

— 1 n 9 1 ~ > \2 . 1 v \%
X, = ﬁ;X’“ 2= ;(Xk — X%, illetve m; =~ ;(Xk —X) (2

a minta atlaga, szérasnégyzete, illetve i-edik centralis momentuma. Jeldlje

1 n )
Fo(w) = — > Iixo<o},  lletve  apn(z) = Va(Fu(z) - F(z)), z€R, (3)
k=1
az empirikus eloszlasfliggvényt, illetve az empirikus folyamatot. A rendezett mintdra az X ,,,..., X, », a

minta kvantilisfiggvényére pedig a Q,.(t), t € [0, 1] jel6lést haszndljuk. Vegyik észre, hogy tetszbleges k =
1,2,...,néste ((k—1)/n,k/n] esetén Q,(t) = Xi.n.

Jeldlje ® a standard normalis eloszlasfliggvényt, ¢ a hozza tartoz6 sriiségfiggvényt jeldli. Legyen minden
o > 0 és minden 1 € R esetén N¥(x) = ®((x — p)/o), = € R, a p varhatd értékl és o szérasu normalis
véletlen valtoz6 eloszlasfiggvénye, valamint haszndljuk az A' = {N¥ : ¢ > 0, p € R} jeldlést a normalis
eloszlascsaladra, vagyis az 6sszes normalis eloszlas osztalyara.

Ha a minta a [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlasbdl szarmazik, specialisan jeldlije G, az empirikus
eloszlasfiiggvényét. Az egyenletes empirikus folyamatot

an(t) = Vn(Gr(t) — t), t€0,1], (4)

a Brown-hidat B(¢), t € [0,1] jeléli. Ez utobbi egy mintafolytonos, E(B(t)) = 0 varhaté értékl és
Cov(B(s), B(t)) = min(s,t) — st, s,t € [0, 1], kovarianciafiggvény( Gauss-folyamat.

Két metrikus térre lesz szilkség. Az egyik a C[0, 1] tér, amely definici6 szerint az 8sszes [0, 1] intervallumon
értelmezett, valos értékd, folytonos fliggvények halmaza. A C[0,1] tér a

|2]loo := sup |x(?)], x € C[0,1], (5)
0<t<1

ugynevezett suprémum normaval van ellatva, mellyel ez a tér teljes, szeparabilis metrikus tér lesz. A masik
a DJ0, 1] tér, mely azon [0, 1] intervallumon értelmezett, valds értéki figgvények halmaza, amelyek jobbrol
folytonosak és van baloldali hatarértékik. Ez a tér egy olyan tavolsaggal van ellatva, melyet Szkorohod vezetett
be, és amivel ez is teljes, szeparabilis metrikus tér. A Brown-hid a C[0, 1], az egyenletes empirikus folyamat a
D[0, 1] tér véletlen eleme.

A cikkben minden konvergencia ugy értendd, amint n — co. A —p az eloszlasban val6, a —p pedig a
sztochasztikus konvergenciat jeldli. Az eloszlasbeli egyenléséget =p jeldli.

2. llleszkedésvizsgalat rogzitett eloszlas esetén

Az egyszerii illeszkedésvizsgalat azt jelenti, hogy a minta egy adott, régzitett Fy(z), © € R, eloszlas-
flggvényhez valo illeszkedését vizsgaljuk. Adott egy X, ..., X,, véletlen minta egy ismeretlen F(z), = € R,
eloszlasfiggveényl véletlen valtozobdél. Déntsiik el a minta alapjan, igaz-e az az egyszer{ nullhipotézis, hogy

HOIF:F().

A Pearson-féle ?-tesztet tekinthetjik az elsd ilyen illeszkedésvizsgalatnak [36]. Az Otlet a kovetkezd:
osszuk fel a valés egyenest k db paronként diszjunkt cellara, melyek egytt lefedik az egész valdés egyenest.
Legyenek ezek a C1, . . ., C} cellak olyanok, hogy a nullhipotézis mellett annak a valészinlisége, hogy a véletlen
valtoz6 beleesik ezekbe a celldkba rendre p1, ..., px. Vagyis, ha F = Fy, akkor P(X; € C;) =p;, i =1,... k.
Legyen O; az i-edik cellaba esé megfigyelések szama. Ekkor O, binomidlis eloszlasi n és p; paraméterekkel.
igy a Moivre—Laplace-tétel szerint

O; — np;

A Py N(0,1). 6
npi(l_pi)—> (0,1) (6)
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A tébbvaltoz6s centralis hatareloszlas tétel azt allitja, hogy ha i < k, akkor a
1

T

Bl:ﬁ(Ol_nplw"aOl_npl) (7)
véletlen vektornak van hatareloszlasa. A hatareloszlas a nulla varhaté értekli és ; = (05), ,_, , kova-
rianciamatrixi normélis eloszlas, ahol a kovarianciamatrix elemei o, ; = —p;p;,i # j esetén, és o;; =

pi(1 —p;). Sb6t, ha p; > 0 minden i = 1,...,k esetén, akkor a X;_; kovarianciamatrixnak létezik inverze,
Sit = WVig)i j=1,.. k1, Melynek elemei v; ; = py .1 jesetén, ésv;; = p; ' + p; . Ekkor kénnyen lathato,
hogy '
2 (Oj =mpj)* 7 1 D4
=) 24— =Bl 5" B — 8
X JZ:; np; E—14k—1Dk-1 Xk—1> (8)

igy kapjuk meg a kdvetkezd jol ismert aszimptotikus eredményt.
2.1. Tétel. A nullhipotézis teljesiilése mellett x* aszimptotikus eloszldsa x3;_ .

A teszt hatranya, hogy nagy szabadsagot enged a cellak méretének, helyének és szamanak megvalasz-
tasadban. Példaul nem tud kilénbséget tenni két kiilbnbdz6 eloszlas kdzoétt, melyek a kivalasztott cellakhoz
azonos valoszinliséget rendelnek.

Az illeszkedésvizsgdlati eljarasok kovetkezd nagy osztalya az EDF (Empirical Distribution Function)-
tesztek. Ezen tesztek alapétlete az, hogy mérjik meg az F, hipotetikus eloszlasfliggvény és a mintabdl
szamolt F,, empirikus eloszlasfiggvény tavolsagat, és ezen eltérés nagysaga alapjan ddntsiink a megegye-
zésrdl, illetve kilonb6z6ségrdl. Az egyes tesztek abban kiildnbdznek egymastdl, hogy hogyan mérjik meg a
két fliggvény tavolsagat.

Az elsd ilyen teszt Cramér (1928), [7], ennek altalanositott valtozata pedig von Mises (1931), [48] névéhez
fizédik. A von Mises-féle tesztstatisztika

w? = n/ (Fa(z) — Fo(x))2w(;v)dx (9)
alakban van definialva, tehat sulyozott L2-normaban méri a két fliggvény tavolsagat, ahol w a kilénbozdséget
alkalmasan mérd sulyfliggvény. Specidlisan a Cramér-teszt a w = 1 valasztassal adédik. Kolmogorov (1933),
[29] a suprémum normat haszndlja, a kétoldali tesztstatisztikaja

D,, = \/ﬁsug |y (z) — Fo(x)|, (10)
xre
Szmirnov (1939, [43], 1941, [44]) egyoldali tesztstatisztikai
Dj[ = \/ﬁsu§ (Fn(x) — Fo(x)) , D, = ﬁsu% (Fo(x) — Fn(x)) , (11)
S xre

melyekre D,, = max(D;f, D, ). A harom statisztikat egyitt Kolmogorov—Szmirnov-statisztikaknak nevezik.
Ezen statisztikak elénye, hogy eloszlasmentes statisztikak, vagyis minden folytonos F; eloszlasfliggvény ese-
tén, a nullhipotézis mellett

D2 sup e (2)], D;fg sup o, (%), és D sup (—1)ay,(t). (12)
0<t<1 0<t<1 0<t<

igy minden folytonos eloszlas esetén, adott szignifikanciaszinthez és mintamérethez ugyanaz a kritikus érték
tartozik. Ez a tulajdonsag nem teljesll az w? statisztikara, de a Szmirnov (1936), [41], (1937), [42] altal javasolt

o0

2
W2(0) = n/ U (Fy(2)) (Fa(z) — Fo(z)) dFy(z) (13)
valtozatara mar igen. Az dsszes ilyen statisztikat, amit ¥ véltoztatasaval kapunk, Cramér—von Mises-tipusu
statisztikanak neveziink, ahol ¥ tetszdleges valos értéki, a valés szamok halmazan értelmezett fliggvény.
A kilénb6zd sulyflggvények hasznalata lehetéséget ad kiilébnbdzé alternativak felismerésére, éppen ezért a
Kolmogorov-statisztikanak is megadtak a sulyozott valtozatat:

o | Fa(z) = Fo(2)]
Ko (9) :=+vn sup ¥ (Foe)

Bér ez se birta kompenzalni azt a hidnyat a suprémum normanak, hogy csak a legnagyobb elterést érzékeli
F, és F, kozott, amig az L2-norma ezen két fliggvény sllyozott atlagos tavolsagat méri. Ezen heurisztikus

(14)
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megfigyelést a szimulacié is alatimasztja. Példaul Krauczi (2009), [30] a normalis eloszlascsaladhoz val6
illeszkedésvizsgélat esetében azt talalta, hogy a Kolmogorov-tesztnek a legtdbb alternativaval szembeni ereje
joval kisebb, mint mas prébak ereje, ahol er6 alatt, annak az eseménynek a valdsziniiségét értjik, hogy a teszt
visszautasitja a normalis mintat.

Két statisztika kilonds figyelmet kapott az irodalomban. A ¥ = 1 esetén,

W2 = n/oc (Fu(x) — Fo(x)) dFy(x) (15)

— 00

a Cramér—von Mises-statisztika; valamint a U(t) = (t(1 —t))~1, ¢t € (0, 1), mellett

2 . < (Fn(2) *Fo(f))2 .
A = n[m Fol) (1= Fo(t)) dFy(z) (16)

az Anderson—-Darling-statisztika [2], mely utébbi a szimulaciés vizsgalatok alapjan a legerdsebb ilyen tipusu
tesztnek tlnik (lasd példaul Stephens [45], Krauczi [30]).

Ahhoz, hogy hasznalni tudjuk a gyakorlatban ezeket a teszteket, ismerniink kell az eloszlasfiggvényiiket
tetszbleges n € N esetén, vagy legaladbb az aszimptotikus eloszlasukat. Szmirnov (1941), [44] explicit forma-
ban meg tudta adni D; eloszlasfliggvényét tetsz6leges n esetén, Kolmogorov (1933), [29] pedig megadott
egy rekurziv kifejezést, amivel kiszamithaté P(D,, < x) val6szinliség tetszdleges n € N és = € R esetén.
A Cramér—von Mises-tipusu statisztikak eloszlasfliggvényének a megtalalasa mar nehézséget okozott. Ak-
koriban Monte-Carlo szimulacioé hianyaban fontos kérdés volt, hogy ki tudjak-e szamolni a kritikus értékeket
régzitett n € N
esetén. Emellett a hatareloszlas kérdése elméleti, de gyakorlati szempontbdl is érdekes volt. Az elsé aszimp-
totikus eredményt is a Kolmogorov—Szmirnov-tipusu statisztikakra sikerilt megkapni:

2.2. Tétel. Minden z > 0 esetén
(Kolmogorov 1933, [29])

i — —1)ie—2%"
[Jim P(Dy<2)= 3 (<Y e, (17)
J=—00
(Szmirnov 1941, [44])
lim P(D} >2) = lim P(D, <z)=e¢ 2. (18)
n—oo n—roo

Feller (1948), [22] megjegyezte, hogy Kolmogorov és Szmirnov teljesen killénb6z6 mddszerrel bizonyitottak
allitasaikat, és megprobalta egységesiteni a bizonyitasukat. Mivel a D,,, D, és W2 statisztikak az F;, empirikus
és az I, elméleti eloszlasflggvények eltérését mérik, vagyis az o, empirikus folyamat funkcionaljai, ezért
ezen statisztikak 7, melletti hatareloszlasait valami kdzds technikaval lehetne szarmaztatni. igy Feller cikke
fontos 1épés az empirikus folyamatra épitett illeszkedésvizsgalat aszimptotikus elméletének egységesitésében.
Bar ekkor még magat az empirikus folyamatot és az 6 hatareloszlasat nem vizsgaltak.

Doob (1949), [19] a véges dimenzids eloszlasokat vizsgalva sejtette meg az egyenletes empirikus folya-
matnak a Brown-hidhoz valé konvergencigjat, de bizonyitani nem tudta. Viszont bizonyitotta, hogy minden
x > 0 esetén

Pl sup |B@t)|<z) = 1)l 19
(s 150 <o) P (19)
és
P < sup B(t) > x) — 6_2“”2, (20)
0<t<1

vagyis az egyenletes empirikus folyamat abszolut szuprémum és szuprémum funkcionaljainak hatéreloszlasa
megegyezik a Brown-hid ugyanezen funkcionaljainak eloszlasaval. Ez azt jelenti, hogy ha Doob sejtése igaz,
akkor Kolmogorov és Szmirnov eredményeire talan egyszeriibb bizonyitas adhat6. Donsker (1951), [18] invari-
ancia elve altal nyert bizonyitast a sejtés. Az invariancia elv a kbvetkezo6t jelenti. A részletésszeg folyamat min-
den folytonos funkcionaljanak eloszlasa konvergdl a Brown-mozgas megfeleld funkcionaljanak eloszlasahoz,
illetve az egyenletes empirikus folyamat minden folytonos funkcionéljanak eloszlasa konvergél a Brown-hid
megfeleld funkcionaljanak eloszlasahoz.

Ezen eredmények hatasara fejlodoétt ki a metrikus terekben vald gyenge konvergencia elmélete tébbek ko-
z6tt Kolmogorovnak, Prohorovnak és Szkorohodnak készénhetden, amely elmélet segitett jobban megérteni
az invariancia elvet. Errél szél Billingsley 1968-as kdnyve [3]. Fontos Iépés volt, hogy kidolgoztak az elméletet
aCl0,1] és a D|0, 1] tereken. El8szdr a részletdsszeg és az empirikus folyamatokat linedris interpolacioval ka-
pott folytonos folyamatokkal kozelitették, hogy ne kelljen C[0, 1] térbdl kilépnilk. Ezen 0j folyamat sorozatokra
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bizonyitottak a véges dimenzids eloszlasok konvergencigjat és a sorozat feszességét, amely kettd tulajdonsag
egyutt a folymatok eloszlasbeli konvergenciajat adja. A folytonos folyamatokkal valé kdzelités valahogy mes-
terkélt. Ahhoz, hogy ezt el tudjuk kertilni, egy gazdagabb téren kell dolgoznunk. Ez a gazdagabb tér a D[0, 1]
tér, amelynek mar maga az empirikus folyamat is eleme.

2.3. Tétel. Az o, = B konvergencia teljesil a D[0, 1] téren.

A 2.3. Tétel lehetbvé teszi a 2.2. Tétel természetesebb bizonyitadsat. Vegylk észre, hogy az = — ||z
leképezés folytonos a Szkorohod-topol6giara nézve egy B mértéke szerint nulla mértékl halmazt kivéve, és
mivel D,, = ||y, ||, €KKOr D, i>||BHOO. Hasonl6 konvergencia teljesll a D} és a D, statisztikdk esetében.

A 2.3. Tétel teszi lehetévé a Cramér—von Mises-statisztika hatareloszlasasanak meghatarozasatis. Az z —
fol x2(t)dt funkcional szintén folytonos a Szkorohod-topoldgiara nézve egy B mértéke szerint nulla mértéki
halmazt kivéve. Igy a fenti érvelés ismételt alkalmazasaval kapjuk, hogy

W2 &/1 B(t)2dt. (21)
0

Innen pedig egy 1épés a Cramér—von Mises-tipusu statisztikak hatareloszlasa. Mint a Brown-hidakra vonatkozé
iteralt logaritmus tétel kdvetkezményeként Anderson és Darling 1952-ben megmutatta [2], hogy feltéve az

o 1
1 , 1
/ W(t)tloglog 1t és / W(1)(1 ~ t)tlog log -
0 4

dt (22)

integralok végességét valamilyen 6 € (0,1) esetén, az = +— fol U (t)x2(t)dt funkcional folytonos a Szkorohod-
topoldgiara nézve egy B mértéke szerint nulla mértéki halmazt kivéve, és ennek kévetkezményeként

W2(T) &/1 U(t)B(t)%dt . (23)
0

Ez a konvergencia az Anderson—-Darling-féle sulyfliggvény esetén is teljesl.

3. llleszkedésvizsgalat eloszlascsalad esetén

Ebben a fejezetben azokat a teszteket tekintjiik, ahol a kérdés az, hogy a minta egy adott eloszlascsaladbol
szarmazik-e. Itt legyen F eloszlasfliggvények egy parametrikus eloszlascsaladja, azaz

F={F(.0):0¢c 0}, (24)

ahol © valamilyen nyitott paraméterhalmaz R¢-ben.

Az els6 vizsgdalatok normalis eloszlascsalad esetében térténtek. Fisher (1930), [24], Pearson (1930), [36]
és Williams (1935), [52] voltak az elsék, akik a /B = ms/m2/> és By = my/m3 standardizalt harmadik
€s negyedik momentumok segitségével mérték meg a normalitastédl vald eltérést. Pearson, D’Agostino és
Bowman (1977), [35] a /1 és 32 két alkalmas fliggvényét hasznalta erre. Ezekkel a tesztekkel az a probléma,
hogy az el6bbi lapultsagi és a ferdeségi mutaté kevés, hogy karakterizalja a normalis eloszlast. Ennek az a
kdvetkezménye, hogy ezek a tesztek olyan nemnormalis eloszlasbél szarmaz6 minta esetén, amely ugyan
szimmetrikus és a lapultsagi mutatdja ugyanugy 3, mint normdlis eloszlasé, de az alakja nagyon kiilénbdzik a
normélistol, mégis elfogadjék a nullhipotézist. Masrészt a gyakorlati alkalmazasok szempontjabdl az is fontos,
hogy ha egy eloszlas kicsit killdnbdzik a normalis eloszlastdl a teszt azt ne vesse el. Példaul Ali (1977), [1]
adott egy olyan sorozatat eloszlasoknak, amely ugyan eloszlasban tart a standard normalis eloszlashoz, de a
lapultsagi mutatoja felrobban. Vagyis, ha a sorozat elég nagy index{ tagjabol szarmazik a mintank, akkor nagy
eséllyel ezek a tesztek elutasitjak, pedig valéjaban kézel normalis eloszlasrél van sz6.

Mas normalitas tesztek, példaul az
Xn,n - Xl,n

3 1
n 2
(1) m3

statisztika (David, Hartley és Pearson 1954, [15]) a terjedelem és a sz6rés, valamint az

2
n-ms

U=

statisztika (Geary 1947, [25]) a mintaatlagtdl valé atlagos abszolut eltérés és a széras hanyadosabodl szar-
maztatott tesztek. Ezek a tesztek csak egyes alternativakkal szemben viselkednek jél, de kicsi erével birnak
alternativak széles skalajaval szemben.

A kovetkezb alfejezetben azokat a teszteket mutatjuk be, amelyeket rogzitett eloszlashoz valé illeszkedés-
tesztek atdolgozdsaként kapunk.
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3.1. Eloszlascsalad tesztelése rogzitett eloszlashoz valo illeszkedésvizsgalat segit-
ségeével

A 2. fejezetben rogzitett eloszlashoz valo illeszkedés teszteket tekintettlink. Egy lehetdség, hogy eloszlas-

csaladhoz valé illeszkedést teszteljiink ezekkel a tesztekkel, ha a § paraméternek a Hy mellett egy 6,, becslését

véve azt ellendrizziik, hogy a minta F(z,0,), = € R, eloszlasfiiggvény(i-e. Ezt javasolta Pearson a y2-tesztje
esetében. Legyen

k
— Z np] ))2 (25)
Jj=1 np] (9 )

ahol p;(#) annak a valoszinlisége, hogy X, a j-edik cellaba esik F'(z,0), « € R, mellett. Pearson nem tudta
megadni 2 aszimptotikus eloszlaséat. Fisher volt az, aki ramutatott arra, hogy a hatareloszlas fligg a paraméter

becslésének modszerétél, és megmutatta, hogy a szokasos feltételek mellett, ha a § maximum-likelihood

becslését vessziik a csoportositott (O, ...,Ox) adatokon, akkor a x? statisztikdnak x% _, , a hatareloszlasa
(lasd Cochran 1952, [6]). X
Fisher azt is megfigyelte, hogy a csoportositott (Oq, ..., Ox) mintabdl szarmazo6 0,, becslésbdl adédé infor-

macidvesztés erdcsdkkenést eredményez. Ezért Fisher abban az esetben is megvizsgalta x? hatareloszlasat,
amikor a ¢ paraméter egydimenzids, és a teljes mintabdl vesszik a § paraméter maximum-likelihood becslé-
sét. Az eredményét Chernoff és Lehmann (1954), [5] d-dimenziés paraméterre altalanositotta, nevezetesen,
hogy megfelel feltételek mellett

k—d—1 k—1

d
G2 > 22 > N2, (26)
=k

i=1 j=k—d

ahol Z; fuggetlen standard normalis valtozdék, és \; € [0,1],j = k —d,....k — 1, onan konstans, amely
fugghet a 0 paraméter igazi értékétdl. Ez a fliggés mutatja az egyik nagy hatranyat a x2-teszt hasznalatanak
eloszldscsalad esetében.

A masik nehézség a y>-teszt hasznalataban a celldk valasztasa. Az O; cellagyakorisagok aszimptoti-
kus normalitdsanak a kovetkezmenye a Pearson-féle statisztika aszimptotikus x7 ,-eloszldsa. Viszont egy
kicsi varhat6 gyakorisaggal rendelkezd cella esetében az O; valtozd nagyon lassan konvergal a normdlis el-
oszlashoz, ami azt eredményezi, hogy a (26) konvergencia lassi. Vagyis az asszimptotikus kritikus értékek
hasznalatanak létjogosultsaga sériilne ebben az esetben. A gyakorlatban ezt Ggy probéljadk meg elkerilni,
hogy ,olyan celldkat hasznalnak, amelyekbe legalabb 10 megfigyelés esik” (lasd Cochran 1952, [6]).

A cellak jo valasztasara nézve Mann és Wald (1942), [34] valamint Gumbel (1943), [26] azt javasoltak rog-
zitett eloszlas esetén, hogy a nullhipotézis mellett azonos valészinliségl cellakat hasznaljunk, ezaltal csdk-
kentve a cellak valasztasanak esetlegességét. Ez a gondolat paraméteres eloszlascsalad esetére gy vihetd
at, hogy el6szér vegyiik valamilyen alkalmas becslését 9-nak, majd F(z,0,,), = € R, mellett azonos valészi-
n{iségl cellakat haszndljunk. Vagyis megint véletleniil fogunk celldkat valasztani! Ugyandgy a minta hata-
rozza meg, hogy melyik cellakat hasznaljuk, mint amikor olyan cellakat valasztunk, amelyekbe legalabb 10
megfigyelés esik. Watson(1957, [49], 1958 [50]) megmutatta, ha 0, a teljes mintabdl szarmazé maximum-
likelihood becslése 6-nak, valamint a j-edik cella végpontjai F~!((; — 1)/k,6,,) és F~*(j/k,0,), akkor (26)
teljestl. Tovabba, ha F eltolds-skéla csalad, akkor a \; egyutthatok nem fliggnek a ¢ paramétertdl, csak az
eloszlascsaladtol.

Az EDF-tesztek adaptécidja eloszldscsaladok esetére konnyen kivitelezhetd, és hasonléan a régzitett el-
oszlas esetére, ezek a tesztek jobb erével birnak, mint a y2-tesztek. Legyen 6, valamilyen becslése 6-nak.
Ekkor a megfeleld becsléses statisztikak

W2(¥) := n/oc v (F(x,én)) (Fn(x) - F(x,én))QdF(mn) (27)

és .
2 |[Fn(z) — F(x,0,)] .

K, (¥) := /n sup

vek w(F(a,0,)) )

A U = 1 esetben a két statisztikat a Wﬁ és K, jeldli. A kivanatos eloszlasmentesség, ami a régzitett esetben
teljesilt, itt sajnos nem igaz. Legyen Z;, = F(X;,0,), és G,(t), t € [0,1] jeldlie a Z1,..., Z, valtozokhoz
tartoz6 empirikus eloszlasfliggvényt. Ekkor

Waw) = [ W0)(Colt) = P (29)
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és
2 |Gn (t) — t‘
K, (V) = 5 —_— 30
=V e 0
Tehat a két statisztika értéke csak a G, fliggvénytdl fiigg. Viszont 71, ..., Z, nem fuggetlen, azonosan egyen-

letes eloszlasu véletlen valtozék, ami azt eredményezi, hogy G,, fliggvény funkcionaljainak eloszlasara nem
alkalmazhatok az eddigiek. Eppen ezért G, nem olyan, amivel klasszikus értelemben tudunk dolgozni. Sza-
mos fontos esetben 71, ..., Z, eloszlasa nem fligg a # paramétertdl, csak az eloszlascsaladtol, vagyis ekkor
Wﬁ(\l}) és K2(W) paramétermentes. Ez térténik az eltolas-skéla csaladok esetében, amikor olyan 6 becslést
hasznalunk, amiben a becslés felcserélhetd a skalazassal, illetve az eltolassal (lasd David és Johnson 1948,
[14]). Az eltolas-skala eloszlascsalad olyan csalad, ahol adott egy H, standardizalt (0 varhat6 értéki és 1
szo6rasu) eloszlasfliggvény, és az eloszlascsalad tébbi tagja linearis transzformacioval kaphaté belble. Lillie-
fors (1967), [33] ezt hasznalta fel és készitette el a népszerii tablazatat a normdlis eloszlascsalad esetére a
Kolmogorov—Szmirnov-statisztikahoz.

A becsléses Wﬁ(\l’) és K2(W) tipusy statisztikdk hatareloszlasanak a meghatarozasara tett elsd kisér-
let Darling nevéhez flizédik (1955), [13]. A becsléses Cramér—von Mises-statisztika aszimptotikus eloszlasat
tudta meghatarozni abban az esetben, amikor a § paraméter egydimenziés. Sukhatme (1972), [46] kiterjesz-
tette Darling eredményét tobbdimenzidés paraméterekre. Ezekben a cikkekben egy segédfolyamaton keresztil
talaltak meg W2 hatareloszlasat.

Kac, Kiefer és Wolfowitz (1955), [28] viszont kdzvetlendl az

anlt) = V() — 1), te0,1],

becsléses empirikus folyamatot tanulmanyozva kaptak meg W\,,f hatareloszlasat normalis eloszlascsalad ese-
tén a maximum-likelihood paraméterbecslésekkel: 6, = (X,,,S2). Ugyan a becsléses empirikus folyamatnak

ns n

a gyenge konvergenciajat nem bizonyitottak, de megmutattak, hogy

T2 &/1 (Z(t)*dt, (31)
0
ahol Z(t), t € (0,1) egy 0 varhato értéki és
K(s,t) = min(s,t) — st — go(@_l(s))ap(é_l(t)) - %@_1(s)go(@_l(s))fﬁ_l(t)go(fb_l(t)) (32)

kovarianciafiggvényl Gauss folyamat.

A becsléses empirikus folyamat gyenge konvergencidjanak altalanos vizsgdalata Durbin nevéhez f(iz6dik
(1973), [20]. Az eloszlascsaladra és a paraméterre tett megfeleld regularitasi feltételek mellett az 4., empirikus
folymat gyengén konvergdl a 0 varhaté értéki és K (s,t), s,t € [0, 1] kovarianciafliggvényll Gauss folyamathoz.
Durbin cikkjében explicit formulat adott a K (s,t) kovarianciafliggvényre, és standard szamolassal megmutat-
hatd, hogy ennek specidlis esete a Kac, Kiefer és Wolfowitz altal megadott kovariancia.

Megjegyezziik, hogy Burke, Csérgd M., Csorgd S. és Révész (1979), [4] cikkébdl kdvetkezik Durbin ered-
ménye. Ebben a cikkben a becsléses empirikus folyamatot Gauss folyamatok sorozatdval kdzelitik. Azon
tal, hogy Durbin tételébdl kdvetkezik a W2(¥) és K2(W) tipust statisztikak nullhipotézis melletti eloszlasbeli
konvergenciaja, a [4] cikk eredménye az aszimptotikus er6k tanulmanyozasanak is eszkdze lehet.

Az empirikus folyamatot tanulmanyozé6 elmélet fejlddésének kdvetkezményeként tovabbi illeszkedést vizs-
galo technikak jelentek meg. Példaul Feuerverger és Mureika (1977), [23], valamint Cs6rgd S. (1981), [8]
az empirikus karakterisztikus figgvény aszimptotikus eloszlasat vizsgaltak. A Durbin-tétel analég valtozatat
empirikus karakterisztikus és kvantilis fliggvényekre Csérgd S. (1981), [9] és LaRiccia és Mason (1986), [31]
dolgoztak ki. Ezen eredmények segitségével Uj normalitastesztek sziilettek, melyek kdzil Murota és Takeuchi
(1981), Hall és Wels (1983), [27], Epps és Pulley (1983), [21] valamint Csérgd S. (1986a, 1989), [10], [11]
eredményeit emlitjik meg.

Egy masik 6tlet, hogy hogyan tudjuk a régzitett eloszlas esetében hasznalt tesztelési eljarast parametrikus
eloszlascsalad esetében hasznalni, a minimum tavolsag mddszere. Legyen § egy metrika az eloszlasfliggvé-
nyek halmazan. Ekkor A(F,,, F) = infy §(F,, F(-,0)) egy lehetséges mértéke az empirikus eloszlasfliggvény
F parametrikus eloszlascsaladtél valé tavolsaganak. Pollard hasznalta ezt elészor (1980), [37] és meghata-
rozta A(F,, F) hatareloszlasat, tetsz6leges normalt lineéris tér értéki véletlen valtozék esetében.

3.2. Regresszio- és korrelaciotesztek

Ebben a fejezetben tegyiik fel, hogy F eltolas-skala csaldd.
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Az oOtlet a kovetkezd. Legyen Xi,..., X, az F eloszlascsaladbdl szarmazo p varhatd értéki és o2 sz6-
rasnégyzetll minta. A kordbbi jeldléseknek megfeleléen legyen X,, = (X1,,...,X,,n) @ mintdhoz tartozd
rendezett minta. Tovabbé legyen Z,, = (Zi,...,2Z,n) Ho eloszlasfliggvényl rendezett minta, és jeldlje
m = (my,...,my) a varhaté érték vektorat és V. = (v;;); j=1...» a kovarianciamatrixat. Kdnnyen latszik,
hogy

Xi,n2M+JZi,n7 1= 17...,1’L. (33)

Ha kétdimenziés koordinatarendszerben abrazoljuk az (m;, X,,;), i = 1,...,n pontokat, akkor ezeknek kdze-
litdleg egy egyenesre kell esnilk, és a linearitas hianya azt sugallja, hogy X; eloszlasfliggvénye nem F-beli.
Gyakran ezt csak ,szemre” ellendrzik, de vannak analitikus eljarasok is ennek az ellendrzésére. Két nagy
osztalya van ezeknek az eljarasoknak: az egyik a regresszio-, a masik a korrelacidtesztek, mely kildnb6zé
eljaradsok valéjdban ekvivalens tesztekre vezetnek.

Az egyik esetben a (33) linearis model segitségével adunk egy 62 becslést a o? szorasnégyzetre és ezt
hasonlitjuk 6ssze az S? becsléssel. Ekkor a nullhipotézis mellett a 62 /52 tesztstatisztika értéke kozel kell
legyen 1-hez, ellenkezd esetben elvetjiik a nullhipotézist. Ezeket az eljarasokat nevezik regresszidteszteknek.
A masik osztalya ezen teszteknek a p korrelaciés egyitthatd segitségével ellendrzi, van-e linearis kapcsolat
az X,, véletlen vektor és az m determinisztikus vektor kozott. Ekkor a nullhipotézis mellett a p?(m, X,,) teszt-
statisztika értéke kdzel kell legyen 1-hez, ellenkezd esetben elvetjik a nullhipotézist. Ezeket az eljarasokat
nevezik korrelacioteszteknek.

A regressziotesztek elsé valtozata Wilk és Shapiro (1965), [40] W normalitastesziie. A 1. és o paraméterek
legjobb linearis torzitatlan becslése a (33) model alapjan

. - ; . m' VX,
Wilk és Shapiro a W tesztstatisztikat a 52 /52 tesztstatisztika normalizalt valtozataként definialta
Tv—lxn 2
W= (m ) (35)

mT V1V Tmy,(X; — X)2

alakban. Ezzel egy regresszidtesztet kaptak. Masrészt ez egy korrelacioteszt is, ami a normalizaciébol ko-
vetkezik, ugyanis W = p?(V~'m, X,,). Shapiro, Wilk és Chen (1968), [38], szimulacids vizsgalatabdl kiderdlt,
hogy a W-teszt egyike a legerdsebb normalitasteszteknek alternativak széles skalajaval szemben, valamint
Krauczi (2009), [30] szimul&cios vizsgalata is ezt tAmasztotta ala. Ezért népszer(i médszer a mai napig, annak
ellenére, hogy rejteget egy-két nehézséget a hasznalata.

Egyik probléma, hogy magat a W tesztstatisztikat bonyolult kiszamitani. Ahhoz, hogy W-t meg tudjuk
hatarozni, el6zetesen ki kell szamolnunk az m vektort és a V—! matrixot. Ez a mintaméret névekedésével
egyre nehezebb feladat, és valéjaban amikor -t bevezették, legfeljebb 20 elem{l minta esetén tudtak megadni
a V~! matrix elemeit pontosan. Ezért mar Wilk és Shapiro is numerikus kdzelitéssel szamolta W értékeit 50-
es mintaméretig. Egy mésik probléma, hogy az n = 3 esetet kivéve nem ismerjik W eloszlasfliggvényét.
Mivel az n = 3 esetben a W-teszt megegyezik az u-teszttel, ekkor W pontos eloszlasa is ismert. Wilk és
Shapiro n = 50 mintaméretig szimulacioval adtak meg a kritikus értékeket. A hatareloszlas viszont 1986-ig
ismeretlen volt, amikor is Leslie, Stephens és Fotopoulos (1986), [32] megmutattak a W -teszt aszimptotikus
ekvivalenciajat egy masik korrelacidteszttel, amely teszt hatareloszlasa akkor mar ismert volt.

Ezek a probléméak a W-teszt médositadsaihoz vezettek. Az elsd példanyai ezeknek a probalkozasoknak
a D’Agostino (1971), [12] és a Shapiro—Francia-korrelacidtesztek (1972), [39], melyek hasznalatat 50-nél na-
gyobb elem{i mintak esetén javasoltak. A D’Agostino-tesztstatisztika a

D := 35 , (36)
a Shapiro—Francia-tesztstatisztika pedig a
T 2
W m Xn) (37)

m'm) (X; — X)2

formulaval van definidlva. Mindkét cikk szimulaciés tanulmanya azt sugallta, hogy ezen tesztek aszimptotiku-
san ekvivalensek a WW-teszttel.
A W’ tovabbi egyszerisitését javasolta Weisberg és Bingham (1975), [51]. Az m vektort helyettesitsik az

m = (my,...,m,) vektorral, ahol
i (i=3/8\
m; = ® <n—|—1/4)’ i=1,...,n. (38)
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Ez a statisztika még kénnyebben szamolhatd, mint W', valamint Weisberg és Bingham empirikus vizsgalata
szerint aszimptotikusan ekvivalens a W statisztikaval.
A kovetkez6 fontos valtozata a W-tesztnek de Wet és Venter korrelaciotesztje (1972), [16]. Az 6 tesztsta-

tisztikajuk
s = (Xin X, i 2
w3 (S Ee g ()Y o

i=1

Azon tul, hogy 6k vezették be a korrelacioteszt fogalmat, ez volt az elsé olyan tipust normalitasteszt, amely ha-
tareloszlasat is sikerilt meghatérozni. De Wet és Venter megmutattak, hogy ha 7;, Z,, ... figgetlen, standard
normalis véletlen valtozék sorozata, akkor

g

=72 -1
W* —a, 3 S (40)
=3

megfeleld (a,)n=12... konstansok sorozatara. Ezzel a tétellel megnyilt a lehetéség arra, hogy mas korrelacio
normalitastesztek hatéareloszlasat megkaphatjuk a W*-teszttel valé aszimptotikus ekvivalencia altal. Fontos Ié-
pés volt ebben a programban Verril és Johnson (1987), [47] eredménye, ahol megmutattak a korrelaciétesztek
bizonyos altalanos feltételek melletti aszimptotikus ekvivalenciajat. igy valt vilagossa, hogy a Shapiro—Francia-
és a Weisberg—Bingham-tesztek hatareloszlasa megegyezik a de Wet—Venter-teszt hatareloszlasaval. To-
vabba a Wilk—Shapiro- és Shapiro—Francia-tesztek aszimptotikus ekvivalencigjabol kdvetkezett a kiindulasi
W-teszt hatéreloszlasanak ismerete.
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